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SANTRAUKA

Sovait¢ S. Erdviniy tasSkiniy procesy analizé ir modeliavimas atvirojo kodo
progama R. Statistikos ir operacijy tyrimo magistro studijy programos baigiamasis darbas. Darbo
vadovas prof. K. Ducinskas, Klaipédos universitetas: Klaipéda, 2012. — 85 p.

RaktaZzodziai: erdviniai taskiniai procesai, Puasono procesas, klasteriniai procesai, zyméti
taskiniai procesai, modeliy pritaikymas, pilno erdvinio atsitiktinumo tyrimas.

Siame darbe pateikiamos teorinés erdviniy taskiniy procesy analizavimo ir modeliavimo
Zinios, aptariamas Puasono procesas, klasteriniai bei zyméti taskiniai procesai. Taip pat atliekamas
taskiniy procesy, Puasono, zyméty bei klasterinio, tyrimas/analizé atvirojo kodo programos R

aplinkoje. Pateikiamos i§vados apie atliktg analize.
SUMMARY

Sovaite S. Analysing and Modelling Spatial Point Patterns in R. Final work of Statistics and
Operation Research master study programme. The leader of the work prof. K. Ducinskas, Klaipeda
University: Klaipeda, 2012. — 85 p.

Main keywords: spatial point pattern, Poisson model, clustering, marked point patterns,
modell fitting, complete spatial randomness.

In this final work of Statistics and Operation Research master study programme is given
theoretical material for spatial point process analysis and modelling, discussed Poisson process,
processes with clusters and marks. There are given some analysis of Poisson process and process
with clustered data and marks using an open code statistic package R. Conclusions about the given

analysis are represented.



IVADAS

Erdviniai taskiniai procesai — tai viena i$ erdvinés statistikos raiSiy. Erdviniy taskiniy procesy
analizé pirmag karta buvo paminéta 1930-aisiais metais botaniky ir ekology darbuose. Per
pastaruosius dvideSimt mety, ji buvo pradéta naudoti ir kitose mokslo srityse, tokiose kaip
astronomija, geografija, kriminalistika, ekologija ir kitos. Bendru atveju, taskiniy procesy analizé
gali biiti panaudota apibiidinant bet kokio pobtidzio stebinio duomenis. Praktinio erdviniy tasSkiniy
procesy pritaikomumo pavyzdziai galéty bati labiausiai nusikalstamy vietoviy analizé ieSkant
nusikaltimy ,,karstojo tasko*, kur nusikalstamumas yra didziausias. Kitas pavyzdys biity tam tikra
liga serganciy Zmoniy gyvenamy viety analizé, norint atrasti ligos Zidinius ir pan. Tokio pobtidzio
taSkiniy procesy analizés padeda strategams ir jvairioms institucijoms paskirstyti nepakankamus
iSteklius skirtingose srityse, kur labiausiai reikia. (Burden F.F., 2003, 1 p.)

Siame darbe naudojamoje literatiiroje galime pastebéti, jog dauguma literatiiros 3altiniy yra
ne senesni negu du tuakstantieji metai. Galime teigti, jog tik per pastargjj deSimtmetj, erdviniai
taSkiniai procesai buvo pradéti iSsamiai analizuoti. Taskiniy procesy uzuomazgy galime atrasti dar
1965 m. NASA memorandumo dokumente (Clifford Cohen A. et al., 1965). 1979 m. mokslininkas
B.D. Ripley analizavo atsitiktinumo testus taskiniams vaizdams. Perkopus du tiikstantuosius metus,
pastebime, kad kur kas daugiau mokslininky pradéjo analizuoti erdvinius taskinius procesus,
jvairius jy analizavimo metodus, nulinés hipotezés patikrinimo testus, tasky pasiskirstymus ir kt.
Vieni i§ zymiausiy mokslininky, kuriy darby apie erdvinius taskinius procesus galima rasti
daugiausiai yra A. Baddeley ir J.Moller.

Lietuvoje erdviniai taSkiniai procesai pradéti analizuoti tik pastaraisiais keleta mety.
Vienintelis Zinomas erdvinés statistikos literatiiros Saltinis yra mokomoji knyga K. Ducinsko ir J.
Saltytés-Benth ,.Erdviné statistika®. Joje supazindinama su pla¢iausiai taikomais erdviniy duomeny
statistiniais modeliais bei jy analizés ir prognozés metodais. Sis vadovélis apraso bendrai erdving
statistikg, taciau akcentuoja geostatistiniy duomeny analize, o apie taSkinius vaizdus kalbama ne
daug. Literattros lietuviy kalba apie erdvinius taskinius procesus néra, 0 vienintelis informacijos
Saltinis buvo modulio ,,Atsitiktiniai taskiniai procesai* paskaity medziaga. Moksliniy straipsniy Sia
tema taip pat nerasta, 0 Lietuvoje vienintelé vieta, kur pradéti analizuoti erdviniai taSkiniai
procesai, yra Klaipedos universitetas. Sioje vietoje galétume jvardinti §io darbo ragymo
problematikq, jog visos teorinés zinios bei praktinis jy pritaikomumo apraSymas, analizuojant
erdvinius taskinius procesus, yra versti i§ angly kalbos. UZsienio literatrioje mokslininkai tam

tikrus terminus naudoja skirtingai, pvz. galime pastebéti, jog per pastaruosius penkerius metus



taskiniai vaizdai mokslininky vis labiau buvo pradéti vadinti erdviniais taskiniais procesais, todél
reikia jsigilinti j jy naudojamg terminologija, norint taisyklingai suprasti pateikiamg informacija.

Sio darbo pirmame skyriuje yra apibrézta pagrindiné naudojama terminologija, remiantis A.
Baddeley, J. Moller ir K.Ducinsko darbais. Visa pateikta teoriné dalis yra versta i§ angly kalbos,
todél galime drgsiai teigti, jog Sio darbo originalumas yra tai, jog Sis magistro baigiamasis darbas
yra vienintelis mokslinis darbas lietuviy kalba apie erdviniy taskiniy procesy analize.

Kad erdviniai taskiniai procesai tampa vis labiau aktualiis jvairiose srityse ir jy analizé yra
vis labiau plétojama, jrodo tai, jog 2012 m. sausio ménesj Aalborgo universitete (Danija) buvo
iSleistas mokslinis straipsnis apie Cox tipo taskinius procesus, kuriems budingi tasky klasteriai
(Mgller J. et. al., 2012). I$ tiesy, daugelis mokslininky bitent su tokiais erdviniais taskiniais
procesais susiduria, nes ,,idealus* erdvinio taskinio proceso Puasono modelis vis rec¢iau sutinkamas
realybéje. Kitaip sakant, vis dazniau yra atmetama nulin¢ hipotezé, jog taskinis procesas yra
homogeninis Puasono procesas ir jam yra budingas pilnas erdvinis atsitiktinumas. Klasteriniams
taSkiniams procesams Siuo metu skiriamas didelis démesys.

Siame darbe $alia klasikinio Puasono modelio yra aprasyti ir klasteriniai procesai bei §iy
procesy praktinis realizavimas ir analizé yra atlikta atvirojo kodo programa R. Rasant §j darbg buvo
iSsikeltas toks darbo tikslas: aprasyti erdviniy taskiniy procesy teoring dalj bei atlikti praktinj
tyrima, teorinio procesy apraSymo pagrindu. Siam tikslui pasiekti buvo suformuluoti uzdaviniai:

e apzvelgti kuo daugiau naujausios literatiiros angly kalba ir, apsibrézus terminologija
lietuviy kalba, aprasyti erdviniy taskiniy procesy teoring dalj;

e jsigilinti ] klasikinj Puasono tasSkinj ir klasterinj taskinj procesus bei apraSyti jy
panaudojimo galimybes erdviniy taskiniy duomeny analizéje;

e atlikti dviejy erdviniy taSkiniy procesy - su vienodo pasiskirstymo taskais ir klasterinio
proceso — tyrima/statisting analiz¢ programos R aplinkoje;

e atlikti zyméty taskiniy procesy statisting analize (su kokybinémis ir kiekybinémis

Zymeémis).



|. ERDVINIAI TASKINIAI PROCESAI

Erdviniy procesy aprasomaja dalj pradésime nuo erdviniy duomeny apzvalgos. Remiantis
mokslininko A.Baddeley darbais (2008, 2 p.), erdviniai duomenys yra skirstomi j:
e geostatistinius duomenis (ang. geostatistical data),
e regioninius duomenis (ang. regional data, lattice),
e taskiniy vaizdy duomenis (ang. point pattern data).
Geostatistiniy duomeny atveju, yra stebima visa sritis, tac¢iau matavimai atliekami tik tam

tikruose taskuose. Siy tagky matavimai ir yra erdvinio proceso duomenys.

¢ 74 85 82 R

1 pav. Geostatistiniai duomenys
Regioniniy duomeny atveju, stebima sritis yra padalinama } fiksuotus regionus ir matavimai
atliekami kiekvienam regionui. Sie regioniniai stebinio matavimai yra erdvinio proceso duomenys.
Toks duomeny tipas dar vadinamas mozaikomis (ang. tessellations), kai erdvé suskirstoma j
nepersiklojancias sritis. Mozaika gali biti ,tikra®, pavyzdziui, zemynas, padalintas ] valstybes ar
sritis. Mozaika gali buti visiSkai dirbtiné, t.y. netikra, pavyzdziui, Dirichlet mozaika apibrézta aibe

tasky. e,

¥ 10

Qqn

2 pav. Regioniniai duomenys



Taskiniy vaizdy atveju, yra stebimos tam tikro jvykio vietos-taskai erdvéje (ang. locations,
sites), pavyzdziui, meteority nukritimo, kriminaliniy nusikaltimy ar medziy Zuvimo vietos. Vis0s

Sios vietos yra pazymimos ir tai sudaro erdvinius vaizdus.

3 pav. Taskiniai duomenys

Erdviné geostatistika nuo erdvinés taskinés statistikos skiriasi tuo, jog geostatistika jvykio
vietas laiko kaip paaiskinamaja informacija, o tiria Stebinio reik§me tose vietose. Tuo tarpu taskiné
statistika laiko tiriamuoju objektu ir jvykio vieta, ir stebinio reikSme tose vietose.

Siame darbe nagrinésime erdvinius procesus, kuriy duomenys yra erdviniy taskiniy vaizdy
duomenys (sutr.ETD) (ang. spatial Point Pattern Data), o patj procesg vadinsime erdviniu taskiniu
procesu (sutr. ETP) (ang. spatial Point Process).

ETP analizés metodai

Kadangi ETP yra palyginus neseniai pradéti mokslininky tirti, todél néra dar sukurtos bendros
metodologijos, pagal kurig bty galima juos vertinti. Taciau jvairiose uzsienio publikacijose,
moksliniuose darbuose randami pasikartojantys metodai leidzia manyti, jog Sie metodai yra
pagrindas ETP analizéje. Sie metodai apima:

= glaustg statistikg: taikomajai literatiirai jtakg daro speciallis metodai, pagristi glaustu
statistinio fakto vertinimu (pvz.: vidutinis atstumas nuo tasko iki jo artimiausio kaimyno) su labai
ne daug statistinés teorijos, kuri pagristy §j vertinima;

= patikrinimg ar nagrin¢jamas ETP yra Puasono ETP: taikomojoje literatiiroje hipotezés testais
nustatoma ar ETP yra visiSkai atsitiktinis (t.y. pastovus Puasono ETP);

®" modeliavima: tiktai per pra¢jus; deSimtmet] pavyko suformuluoti ir pritaikyti realistinius
modelius taskiniy procesy duomenims. Tac¢iau modeliavimas néra baigtas, dar reikia iStirti modeliy
parinkimg, jy pritaikymo ,,nauda“ bei tinkamumo duomenims patikrinimg. (Baddeley A., 2008, 12
p.)



I.1. Pagrindinés savokos

Kaip jau buvo minéta, ETD nurodo jvykiy vietas, miisy tiriamoje srityje. Taskai gali nurodyti
medzius, Zzemés drebéjimo epicentrus, nusikaltimy vietas ir t.t. Jie gali biiti i8déstyti dvimatéje
erdvéje, Zzemes pavirSiuje arba trimatéje erdvéje. Siuose taskuose gali bati stebimi kiti pozymiai
(ang. covariates) arba Zymés (ang. marks). Placiau apie tokio tipo taskus kalbésime III skyriuje.

Apibrésime pagrindines sgvokas, reikalingas ETP analizei.

ApibréZimas 1. Atsitiktiniu jvykiu vadinamas bet koks ETP stebinys.

ApibréZimas 2. Bendras taskinis vaizdas (ang. mapped point pattern) — tai visi galimi jvykiai
srityje S.

ApibréZimas 3. [vykiai, kurie uZfiksuoti stebint S poaibiuose, vadinami imties taskiniu vaizdu
(ang. sampled (spatial) point pattern).

Daznai tai vadinama ETP X realizacijomis, kurias Zymésime x = {x;,...,X,} €S, n > 0.
ETP realizacijos — tai jvairts tasky i§ S rinkiniai, kurie dar vadinami konfigiiracijomis. Kalbant apie
X skirstinj, reiskia, jog yra Zinomos visos X realizacijos ir ju tikimybés. Sios realizacijos gali biti
jvairiy formy.

ApibréZimas 4. Stochastinis mechanizmas, kuris generuoja suskaiciuojamq aibe tasky (X;)
srityje § © R?vadinamas erdviniu taskiniu procesu (ETP). Jj Zymésime X.

Taip ETP apibrézia K.Ducinskas. Kiti autoriai ETP apibrézia kaip atsitiktinj suskai¢iuojamg S
poaibj. A.Baddeley (2008, 13 p.) ETP apraSo taip: traktuojant taskinj vaizdg kaip taskinj procesa,
darome prielaidg, kad vaizdas yra atsitiktinis, taip pat, kad Sis vaizdas yra mus dominancio pozymio
steb¢jimas. TaSkinio proceso realizacija yra nesutvarkyta tasky aibé, todél taskai neturi eilés
numerio. J.Moller (2007, 7 p.) ETP apra$o panaSiai: ETP X yra baigtinis § ¢ R? poaibis, o tokio
ETP X realizacija yra erdvinis taskinis vaizdas x = {xq, ..., x,,} € S, n > 0. Sakome, kad ETP yra
apibréztas srityje S ir skaitome, jog x = @ tusc¢iam taskiniam vaizdui.

Tasky skaiCius, generuojamy ETP, zymimas n(X). Tai yra atsitiktinis dydis ir galima
skaiCiuoti jo visas tikimybines charakteristikas. Tasky, generuojamy ETP ir patenkanciy | B € §,
skaiCius (tai taip pat yra atsitiktinis dydis) zymimas N(B) = n(Xg), kur Xz = X n B. Praktikoje
Sis atstitiktinis dydis daznai naudojamas kaip sglyga sglyginiuose skirstiniuose.

ApibréZimas 5. Kiekvienas ETP X taskas u gali turéti papildomos informacijos. Tokia
informacija yra vadinama Zyme, Zzymima my. ETP @& ={(u,m,):u € X} vadinamas Zymétu

taskiniu procesu.
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Prielaida apie tasky atrankos langg W

ETP sritis S yra vadinama ETP atrankos langu. Sis langas gali biti jvariausiy formy, nuo
taisyklingo stac¢iakampio iki rombo ar zvaigzdés formos. ETD turi turéti langg, kuriame Sie
duomenys yra apibrézti. ,,Standartinis modelis* sako, kad taskinis procesas X, guli dvimatéje
erdveje, bet yra laikomas tiktai srities W viduje. Misy duomenys susideda i§ nesutvarkytos aibés

X = {Xl,...,xn}, X; eW,n>0 tasky x; IS W. W yra fiksuotas ir Zinomas. Svarbu zinoti langg W,

kadangi turime Zinoti, kurie taSkai néra stebéjimy objektas. Net paprastas tasSky tankio jvertinimas
priklauso nuo lango. Bity neteisinga analizuoti taskinj procesg spéjant tinkamg langg. Netiesiogiai
manoma, kad visi ETP X taskai lango W viduje buvo pazyméti be praleidimo. Dauguma modeliy
priima, kad atsitiktiniai taskai galblit buvo priimti bet kokioje lango W vietoje be tolimesnio
apribojimo. Galvojant apie metodologines problemas daznai naudinga galvoti apie diskretiSkg
taskinio proceso versijg. Tarkime, kad langas W yra suskaldytas j be galo daug ,,vaizdo elementy*.
Kiekvienam vaizdo elementui skiriama verté I = 1, jei jis turi savyje taska X ir kitu atveju | = 0. Sis

0 ir 1 rinkinys sudaro duomenis, kurie turi biiti modeliuojami.

o = B ©oe ¢ o
(o}
Q@ b .0 0 2 b ¢ o
& oo ao o Aty 80 o
o o o0 o
5 o® o s ¢ oo o%q o8 §
o& - I\' @
E &
» 820 A a8 [° % 2% %0802
o o
e B o
3 P ¢t et o O
& OOO&Og ™ o °°
o
O (@ O0p o1 . S <o
% y e |8 ¢ o
s © o |n® el © Bx o
g o ©°9 = @ o2 oo
o o L 4 - o
o O <o Y & oo Cl% 80
o 0o &, ° A 3“() o o
° s o - & (o] op o %
& 4o o 0 o
o% & oo o o & g [ 0o
o [+ o o

4 pav. ETP taskai i$ atrankos lango W

Nuliné ETP hipotezé

Pirmasis Zingsnis analizuojat ETP yra patvirtinti arba paneigti nuling hipoteze:

Ho: ETP yra homogeninis Puasono procesas.

Atmetus nuling hipotez¢ yra priimama alternatyvi hipotezé:

Hi: ETP néra homogeninis Puasono proceas (proceso duomenims biidingi klasteriai arba
iSretinimas).

Homogeninis Puasono procesas pla¢iau apraSytas 1.2. poskyryje.

Nulinés hipotezés priémimui/atmetimui yra naudojami Sie metodai:

a) intensyvumo (tankio) tyrimas;
11



b) pilno erdvinio atsitiktinumo nustatymas.

Intensyvumas yra vidutinis tasky tankumas (tikétinas taSky skaiCius srities vienete).
Intensyvumas gali buti pastovus (tuomet ETP yra homogeninis) arba gali priklausyti nuo stebimy
tasky padéties srityje, buti nepastovus (tuomet ETP yra nehomogeninis).

ETP X vadinamas homogeniniu, jeigu jo skirstinys yra invariantiskas atzvilgiu poslinkiy
erdveje R’

K.Duginsko ir J.Saltytés-Benth knygoje ,.Erdvine statistika“ (2003, 12 p.) grieztas
homogeniSkumas apibréziamas taip: atsitiktinis laukas {X(s):s € D} vadinamas grieZtai stacionariu
(grieztai homogenisku), jei bendras stebéjimy (X(s;), X(s,), ..., X(s3)) skirstinys yra toks pat kaip
ir (X(s; + h),X(s; + h),...,X(s3 + h)) skirstinys visiems baigtiniams n ir visiems sy, s,, ..., S, h
bei s; + h,s, + h,...,s, + h i5 D, arba kitaip, kai visi baigtiniamaciai skirstiniai yra invariantiski
koordinaciy pradzios erdveje atzvilgiu.

Praktikoje dazniausiai taikomos skaitinés charakteristikos yra vidurkiai ir kovariacijos. Todél
tikslinga nagrinéti platesne nei grieztai stacionariy atsitiktiniy lauky klase.

Apibrézimas 6. Atsitiktinis laukas {X(s): s € D} vadinamas stacionariu, jei:

E{|X(s)|?} < o visiems s € D,

E{X(s)} = uvisiems s € D,

C(sq1,82) = C(sq — s3) visiems s, 5, € D.

ApibréZimas 7. ETP X vadinamas izotropisku, jeigu jo skirstinys yra invariantiskas atzvilgiu
pasukimo apie erdveés R? pradzios taskq.

ETP stacionarumas ir izotropiskumas yra svarbios homogeninio proceso prielaidos. Sios
prielaidos buvo pradétos tirti kartu tik véliausioje ETP literattiroje, kur buvo tiriami mazy erdviy
taskiniai procesai.

Intensyvumo funkcijg galima interpretuoti kaip tikimybe jvykio, kad lygiai 1 taskas pateks i}
,,be galo mazg“ sritj su centru taske u ir plotu du.

Kiekvienam srities S poaibiui B galime apibrézti skaiiuojantj kintamajj N(B), kuris yra
atsitiktinis dydis. Jo vidurkis apibréZiamas

u(B) =EN(B),Bc S Q)

Vidurkio struktiira daZniausiai susiejama su neneigiama intensyvumo funkcia p, t.y.

u(B) = [, p(w)du.
Kovariacijy struktira skai¢iuojamiems atsitiktiniams dydZiams apibréziama antros eilés

faktorialiniu momentu u?, kuris apibréziamas tokiu biidu:

12



() =EXi xl(wv)edl ()

Cia

ACS R* )R u+v;

1[.] yra indikatoriné funkcija.

Daznai p? iSreiskiama per Zinomus antros eilés tankius p(®:

pP(4) = [1[(u,v) € Alp*(u,v)dudv  (3)

Sis tankis gali bti interpretuojamas kaip tikimybé jvykio, kad 1 taskas pateks j ,.be galo
maza* sritj su centru U ir plotu du ir 1 taskas pateks j ,,be galo maza“ sritj su centru v ir plotu dv.

ApibréZimas 8. Koreliacijy funkcija visiems uw,v € S, kuriems p(u) #0 ir p(v) #0
apibréZiama:

p*(uw)
= 7 4
9(u.v) p(u)p(v) (4)

Jeigu taskai yra nepriklausomi vienas nuo kito, tuomet p® (u, v) = p(u) - p(v), L.y.
g(u,v)=1.

Jeigu g(u,v)>1, tuomet sakome, kad tarp tasky u,v yra trauka.

Jeigu g(u,v)<1, tuomet sakome, kad tarp tasky u,v yra stima.

ApibréZimas 9. Taskinis procesas X vadinamas homogeniniu, jeigu bet kokiam dvimatés
erdvés poaibiui A, tikétinas tasky skaicius poaibyje A yra proporcingas A plotui:

EINXNA)I=2lAl (5
Proporcingumo konstanta A yra intensyvumas. Jei zinoma, kad taskinis procesas yra

homogeninis, tada empirinis tasky tankis:

j:@ (6)

Al

yra nepaslinktas nezinomo parametro 4 jvertis.

Esant nepastoviam intensyvumui, bendru atveju taskinio proceso intensyvumas, einant nuo
vienos vietos iki kitos, kinta. Tarkime, tikétinas tasky skaicius, patenkantis j mazg teritorijg du apie
lokacijg u yra lygus A(u)du. Tada A(u) yra proceso intensyvumo funkcija:

EINXNA)] = [, 2w)du (7)

visoms sritims A.

Jeigu jtariama, kad intensyvumas yra nepastovus, gali bati tiriama anizotropija. Informacijos
apie taSkams budingg anizotropijg $altinis buvo modulio ,,Geostatistika ir GIS* paskaity medziaga.

ApibréZimas 10. Sakome, kad ETD bidinga anizotropija, kai autokoreliacija viena kryptimi

yra didesné negu bet kuria kita kryptimi (néra vienoda visomis kryptimis).
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Anizotropija gali biti tiriama klasteriniams procesams, kuomet norima itirti ar néra tam tikro
tasky klasteriy paplitimo viena ar kita kryptimi. Tokiy duomeny pavyzdziai gali biiti augaly augimo
vietos dél Zemés tam tikry savybiy, taip susidaro klasteriai, o dél tam tikros véjo krypties, augaly
augimo vietoms gali biiti budinga anizotropija. Pavyzdys galéty buti 6922 zemés drebéjimy
epicentry vietos Los Andzele, uzfiksuotos nuo 1984 m. sausio 1 d. iki 2004 m. birzelio 17 d.

32

-122 -120 -118 -116 -114

5 pav. Zemés drebéjimy epicentrai Los AndZele. Stebéjimy langas imtas nuo 32 iki 37 iaurés
platumos ir nuo -122 iki -114 vakary ilgumos

Anizotropijos tyrimui atvirojo kodo programoje R yra naudojamas statistinis paketas gstat.
I.2. Puasono tasSkinis procesas

Kaip jau buvo minéta, bazinis taSkinio proceso modelis yra homogeninis Puasono taskinis
procesas plokstumoje su intensyvumu A.Toks procesas vadinamas ,,pilnu erdviniu atsitiktinumu®
(ang. complete spatial randomness (CSR)).

Jo pagrindinés ypatybeés yra:

» taSky skaicius, gulin¢iy bet kokioje srityje A, turi Puasono skirstinj su vidurkiu 4|A4|;

* tarkime, kad srityje A yra n tasky, Siy tasky vietos yra nepriklausomai ir vienodai
paskirsCiusios srityje A;

« dviejy nesusikertanciy sri¢iy A ir B tasky aibés yra nepriklausomos.

ApibréZimas 11. ETP vadinamas Puasono ETP su vidurkiu g ir intensyvumo funkcija p, jeigu

kiekvienai apréztai sriciai B € S su u(B) > 0 galioja Sios sqlygos:
e N(B) yra atsitiktinis dydis pasiskirstes pagal Puasono désnj su vidurkiu u(B);
o taskai Xg su sqlyga N(B) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai su tankiu proporcingu
p(u),u € B.
14



Jeigu p(u) = p, Vu € S, tai sakome, kad Puasono ETP yra homogeninis.

Homogeninis Puasono procesas, kai intensyvumas A> 0, turi ypatybes (A.Baddeley, 2008, 72
p.):

(PP1): skaicius N(XNB) tasky, gulin¢iy bet kokioje srityje B yra Puasono atsitiktinis
kintamasis;

(PP2): tikétinas tasky skaiGius, gulindiy B, yra E [N (X N B)] = A|B|;

(PP3): jei B1, B2 yra nesusieti komplektai tada N(XNB1) ir N(XNB2) yra nepriklausomi
atsitiktiniai kKintamieji;

(PP4): duota, kad N(X N B) = n, turime, kad n tasSkai yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
srityje B.

(PP2) ir (PP3) yra pakankamos sglygos.

Nehomogeninis Puasono procesas su intensyvumo funkcija A(x), u e R?*yra modifikuotas
homogeninis Puasono procesas, kuriame ypatybés (PP2) ir (PP4) pakeistos:

(PP2%): tasky N(X N B), esanciy srityje B, tikétinas skaicius yra

EINXnB)]= [, Awdu (8)

(PP4’): duota, kad N(X N B) = n, n taskai yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstg, su

tikimybiniu tankiu

S =1/ (9)

kur
I= [, M(wdu (10)
Logaritminis tikétinas homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A yra:
logL(4;x)=n(x)logA -4 |W | (12)
kur n(x) yra tasky skaiius rinkinyje x. Maksimalus tikétinas A jvertinys yra
1=50 (12)

A

kuris yra taip pat neSaliSkas jvertinys. A variacija yra
A A
= 13
var(ll=  (13)
Nehomogeninio Puasono proceso su intensyvumo funkcija 4,(u), priklausan¢io nuo

parametro 6, logaritminis @ tikétinumas bus

logL(8;x) = ¥, loglg(x;) — fW Ao (u)du (14)
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Deja, bendru atveju rasti analitinj maksimalaus tikétinumo jvert] parametrui 6 Yyra
nejmanoma. Vienas i§ varianty yra taikyti Berman-Turner algoritma. Siuo atveju intensyvumo
funkcija Ao () turi bati logtiesiné parametro 6 atzvilgiu:

loglyg = 6 -S(u) (15)
kur S(u) yra reali vietos u funkcija arba vektorius. Praktikoje S(u) gali biiti U erdvinés koordinatés,

stebétos kovariacijos arba abiejy miSinys.
1.3. Erdvinio taskinio proceso analizés technikos

Visg ETP analize galima suskaidyti j atskirus etapus:
1) apzvalga;

2) intensyvumo tyrimas; o
) W y } Ho tikrinimas
3) pilno erdvinio atsitiktinumo nustatymas;

4) tankio funkcijos parinkimas procesui;
5) ETP modelio glodinimas. Modeliavimas

Pirmasis ETP analizés Zingsnis yra proceso apzvalga. Galime procesg atvaizduoti grafiskai,
patikrinti ar néra besidubliuojan¢iy taSky, jei tai zymétas taskinis procesas, suskaidyti jj i
subprocesus tam, kad geriau pamatyti atskiry zymiy pasiskirstyma ir t.t.

Kitas zingsnis yra intensyvumo tyrimas. Intensyvumo funkcija gali buati jvertinta
neparametriskai, naudojant kvadraty skai¢iavimo arba branduolinio glodinimo (Kernel‘io
lyginimas) technikas.

Kvadraty skaiciavimo technika

Langas W padalijamas j lygius subregionus (kvadratus) A; Ay, ..., Ap. SkaiCiuojame taSkus,
patenkanCius | kiekvieng kvadratg n; = n(x N Aj), j=1..m . Tai ir yra nepaslinkti atitinkamo
intensyvumo mato A(4;) jver¢iai.

Branduolio glodinimo technika

Dazniausiai naudojamas branduolinis intensyvumo funkcijos jvertis yra:
Au) = e(W) Xy k(u — x;) (16)
kur k(u) yra branduolio funkcija, o
e(uw)™! = fW k(u —v)dv (17)
vadinama poslinkio korekcija.

Taigi A(u) yra nepaslinktas priglodinto tikrojo intensyvumo funkcijos A(u) jvertis:

Iw) = e(w) fw k(u —v)A(v)dv (18)
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Tuo atveju, kai pastebimi keistos formos intensyvumai (pvz. Zemés drebéjimy epicentrai bus
susikoncentrave apie laziy linijas), intensyvumo funkcija gali neegzistuoti. Tokiu atveju kalbame
apie intensyvumo matg A , apibréziamg tokiu biidu:

A(A) = E[N(X N A)] (19)

visiems A c R?.

Jei intensyvumas nustatomas pastovus, iS to dar negalima daryti iSvados, jog procesas yra
Puasono procesas. Alternatyva yra istirti tasky priklausomuma.

Tasky priklausomumui istirti yra naudojamas atstumy tarp tasky skai¢iavimo metodas, kurio
pagalba galime nustatyti ar duomenys yra pasiskirste atsitiktinai, tolygiai ar budingi klasteriai.

Atstumy funkcijos

ETD pasiskirstymas gali buti:

o atsitiktinis (ang. random) — visi taskai turi vienoda galimybe atsirasti betkurioje
vietoje ir ta vieta néra paveikiama kity tasky;

e tolygus, vienodas (ang. uniform) — kiekvienas taskas yra nutolgs nuo savo visy
kaimyny kiek jmanoma didesniu atstumu;

o Klasterinis (ang. clustered) — taskai susikoncentrave j grupes ir yra daug tusciy erdviy,

kuriose tasky labai mazai arba i§vis néra.

Atsitiktinis Tolygus Klasterinis
6 pav. ETD pasiskirstymai
Klasikinis budas tarptasSkinei priklausomybei istirti yra atlikti atstumy tarp tasSky tyrima.
Tuomet yra vertinami:
«  porinis atstumas s;; = ||x; — x;||;
 artimiausio kaimyno atstumas t; = min;;s;; ;
e tud¢iy erdviy atstumas d(u) = min;|lu — x;||.
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Atstumams apskai¢iuoti naudojamos funkcijos atitinkamai:

» K funkcija
* G funkcija
* F funkcija

Svarbu prisiminti, kad:

1. Funkcijos K, G ir F yra apibréZtos ir jvertintos darant prielaidg, kad taskinis procesas yra
homogeninis (stacionarus).

2. Sios funkcijos pilnai necharakterizuoja proceso.

3. Jei procesas néra homogeninis, nukrypimai tarp empiriniy ir teoriSky funkcijy yra ne
biitinai tarptaSkinés saveikos jrodymas, kadangi jie gali taip pat biiti priskiriami intensyvumo
pakitimams.

ApibréZimas 12. Atstumas s;; = ||xi - xj||: Xi, Xj € X, X; # Xj tarp visy skirtingy taSky pory
vadinamas poriniu atstumu.
Stacionaraus proceso atveju, funkcija K apibrézia tikéting tasky skai¢iy atkarpoje r:
K(r) = Eln(X N b, I\MuDlue X]  (20)

Jos nepaslinktas ir populiariausias jvertis:

K@) = ﬁ}:iz#i 1{||xi — xj|| < r}e(xi; xj;r) (21)

Homogeninio Puasono proceso atveju K,,;s(r) = mr?. Poriniy atstumy funkcija K yra

daZniausiai naudojama ETP tankio funkcijos jvertinimui.

ApibréZimas 13. Atstumas t; = min;,;s;; nuo tasko iki jo artimiausio kaimyno vadinamas
artimiausio kaimyno atstumu.

Remiantis prielaida, kad X yra stacionarus, galima apibrézti artimiausiy kaimyny atstumo
pasiskirstymo funkcija:

G(r) = P{d(u,X\{u}) < r|u € X} (22)

Empiriné stebéty artimiausiy kaimyny atstumy pasiskirstymo funkcija ir jos svertinis jvertis

apibréZiami atitinkamai:
G*(r) = 75X Ut < 7} (23)

G(r) =Y e(x;, )t <1} (24)
Homogeninio Puasono proceso atveju Gy;s(r) = 1 — exp(—=Anr?).
ApibréZimas 14. Atstumas d(u, x) = min{||lu — x;||: x; € x} nuo fiksuotos vietos u € R? iki

artimiausio X tasko vadinamas tuscios erdves atstumu.
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Jei ETP X yra stacionarus, tokiu atveju galima apibrézti kumuliatyvine tusiy erdviy atstumy
pasiskirstymo funkcija
F(r) = P{d(u,X) <7} (25)
Empiriné stebety tusciy erdviy vietose uj, j = 1, ..., m gardelés pasiskirstymo funkcija
F*(r) = —¥;1{d(w;,x) <7} (26)

yra neigiamai pasislinkes jvertis. Tod¢l praktikoje yra taikomos jvairios Sio jvercio korekcijos.
Populiariausias jvertis:

F(r)=3e(w,r)1{d(u;,x) <7} (27)
kur e(uj, r) yra svoris jvedamas tokiu biidu, kad jvertis buity nepaslinktas.

Homogeninio Puasono proceso su intensyvumu A atveju, tasky patenkanciy j b(u,r) Kiekis yra
Puasono su vidurkiu u = |/1|(b (u, r)) = Anr?, todél tikimybeé, kad atsitiktiniame regione néra tasky
bus exp(—u) = exp(—Amr?). Taigi Puasono proceso atveju

Fpois(r) = 1 — exp(—=Anr?) (28)

Realiai mes lyginame F (r) su Fpis(r). Jeigu F (r)>F,0is(r), galime daryti i§vada, kad

atstumai yra mazesni nei Puasono proceso atveju; jeigu E(r)<Fpois(r) - duomenims badingi
klasteriai.

Kartais iSkyla problemy darant iSvadas, nes funkcijos G, K ir F gali duoti skirtingus
rezultatus. Daznai naudojama K funkcijos transformacija yra L funkcija:

L(r) = \@ (29)

kuri transformuoja Puasono K funkcijg j tiesg L,q:5(r) = r. Kovariacinés $aknies traukimas
stabilizuoja dispersija ir iSvados biina tikslesnés. L funkcijos rezultaty interpretacija yra tokia pati
kaip ir K funkcijos.

Kita apibendrinanti funkcija yra poriné koreliaciné funkcija g (r):

— ki)
g(r) =2 (30)
Iprasta funkcijy F ir G kombinacija yra J funkcija, apibrézta visiems r = 0 ir F(r) < 1.
_ 1-G()
J(r) =220 (31)

Homogeninio Puasono proceso atveju /,qs(r) = 1.

Pilnas erdvinis atsitiktinumas ir jo nustatymo testai
1.2. poskyryje aptaréme, jog bazinis taskinio proceso modelis yra homogeninis Puasono

taskinis procesas plokStumoje su intensyvumu A. Jam budingas pilnas erdvinis atsitiktinumas
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(CSR). Esant (CSR), taskai yra nepriklausomi ir turi tg patj pasiskirstyma Vvisoje srityje. Pilno
erdvinio atsitiktinumo tyrimui naudojama keletas testy.

x? testas

Klasikinis testas nulinei (CSR) hipotezei patriktinti yra y° testas. Kaip zinome i§ anksdiau,
langas W yra padalytas j lygias subsritis (,kvadratus®) Bi,...,.Bn . Skai¢iuojame tasky skaiCiy,
gulinéiy kiekviename kvadrate, nj = n (x N Bj), j = 1..., m. Esant nulinei (CSR) hipotezei, n; yra
tolygiai ir nepriklausomai pasiskirste Puasono atsitiktiniai dydZiai su ta pacia tikétina verte. Tokiu
atveju yra taikomas Pirsono y* ,atitikimo gerumo* testas.

Pirsono y? testo statistinis faktas sutampa iki pastovaus faktoriaus:

2 _ 2=
n/m

(32)

cia

n= Z n; yra tasky bendras skaiCius;

m— ll<vadratuz skaiCius.

Kolmogorov-Smirnov testas

Daug stipresnis (CSR) testas yra Kolmogorov-Smirnov testas, kuriame lyginame turimg ir
tikéting funkcijos T veréiy iSsibarstymg. Apibréziame realiai jvertintg funkcijg T(X,y), apibrézty
visose lango vietose (X,y). Ivertiname $ig funkcijg kiekviename i§ duoty tasky. Tada lyginame
funkcijos T reik§miy empirinj isSibarstyma su tikétinu funkcijos T iSsibarsymu (CSR).

Monte Carlo testas

Pilnas erdvinis atsitiktinumas taip pat gali buti jvertintas Monte Carlo testo pagalba. Testas
remiasi simuliacijomis pagal nuling hipoteze. Pats principas buvo sukurtas Barnard‘o ir Dwass‘o.
Testas buvo pritaikytas erdvingje statistikoje Ripley‘o ir Besag‘o. Monte Carlo testai yra atsitiktiniy
testy ypatingieji atvejai, kurie yra paprastai naudojami neparametringje statistikoje. Tarkime,
atskaitos kreivé yra teoriné K funkcijos kreivé pilno erdvinio atsitiktinumo atveju. Tuomet yra
generuojama M nepriklausomy pilno erdvinio atsitiktinumo taskiniy vaizdy nagrinéjamame regione
W. Kiekvienai realizacijai skai¢iuojame K funkcijos jvertj K7(r), j = 1,..., M . Apibréziame apatine
ir virSuting sugeneruoty kreiviy ribas (t.y. taskinés (ang. pointwise) kreivés):

L(r) = minjl/(\l(r)
U(r) = max;KI(r)
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Bet kokiai fiksuotai reikimei r, generuotoms kreivéms, apibréziame tikimybe, kad K(r) yra

uz intervalo [L(r), U(r)] riby. Jeigu duomenys pasiskirste pagal tolygy Puasono désnj, tai K(r) ir

K1(r),..., KM(r) yra statistiskai ekvivalentis ir nepriklausomi, todél atitinkama tikimybé yra oD

Vadinasi testo, kuris atmeta nuling hipotez¢ reikSmingumo lygmuo yra a = D

Kartais vietoje pataskinio minimumo ir maksimumo galima naudoti k — taja didziausig ir k —

2k
(M+1)’

taja maziausig reikSmes, tada reikSmingumo lygmuo biity a =

Aptarto Monte Carlo testo problema yra ta, kad sprendimas priklauso nuo r, kurj mes patys
turime pasirinkti 1§ anksto. Norint iSspresti §ig problema, galima sukonstruoti apibendrintas kritines
ribas, kurios pasizymi savybe, kad teisingos nulinés hipotezés atveju, tikimybe, kad K (r) yra uz iy
riby yra lygiai 5%. Paprasdiausias buidas tai padaryti yra kiekvienam jveréiui K(r) apskaiGiuoti
maksimaly nuokrypj nuo Puasono K funkcijos: D = max,|K(r) — Ko ()|

Sis dydis apskai¢iuojamas kievienai sugeneruotai duomeny aibei, tokiu biidu nustatant D, .
Tada apatiné ir virSuting ribos yra

L(r) = nr? — Dyax
U(r) = nr? + Dy,
Ivertinta K funkcija perzengia Sias ribas tik tuo atveju, jeigu D reik§mé perzengia D,,,,. Esant

teisingai nulinei hipotezei, taip atsitinka su tikimybe MLH

Taigi, siekant reikSmingumo lygmens @ = 0,05, maziausias simuliacijy skaic¢ius M = 19. 1§
tikryjy, Monte Carlo testas gali biiti pritaikytas bet kokiam taskinio proceso modeliui, tenkinan¢iam
nuling hipoteze. Tiesiog turime sukurti realizavimo imitacija su nuline hipoteze ir apskaiciuoti
apibendrinancig funkcija kiekvienai realizavimo imitacijai. (Baddeley A., 2008, 120 p.)

ETP modeliavimas

IStyrus proceso intensyumg ir pilng erdvinj atsitiktinumg bei priémus ar atmetus nuling
hipotezg, kitas zingsnis ETP analizéje yra geriausios tankio funkcijos parinkimas bei ETP modelio
priglodinimas procesui. Sis analizés etapas dar vadinamas ,,modeliavimu®. Procesui yra pritaikoma
keletas skirtingy tankio funkcijy ir parenkama geriausiai tinkanti. Tankio funkcijy tinkamumas
erdviniams taskiniams duomenims gali buti jvertintas remiantis Akaikés informacijos kriterijumi
(AIK), paklaidy analizés pagalba ar minimalaus kontrasto metodu.

Parinkus geriausig tankio funkcijg, tiriamam ETP yra glodinamas tam tikras teorinis ETP
modelis. Modelis parenkamas pagal tai, kokia tankio funkcija buvo nustatyta, kaip geriausiai

aprasanti proceso intensyvuma.
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Paklaidy analizé

Tiriamam ETP, su jvertintu tankiu A(u), prognozuojamas tasky skai¢ius, patenkantis j bet
kokig sritj B yra fB A(u)du. Taigi paklaidos srityje B gali bati apskai¢iuojamos:

R(B) =n(xNB) — [, A(u)du (33)

Atvirojo kodo programoje R, naudojant spatstat paketa, galima apskaiCiuoti ir grafiSkai
atvaizduoti suglodintas paklaidas bei paklaidy keturiy tipy grafikus, i§ kuriy galima daryti iSvadas
apie geriausiai tinkamg tankio funkcijg erdviniams taskiniams duomenims.

Minimalaus kontrasto metodas

Klasikinéje statistikoje gerai zinomas momenty metodas, kai nezinomg parametrg 6 galima
jvertinti sulyginus empirinj analogg su teoriniu:

Ep[A(x)] = A(x) (34)

¢ia A(X) yra stebétiems duomenims jvertinta funkcija, o kairéje puséje — nagrinéjamos
funkcijos teorinis vidurkis. Analogas taskiniuose procesuose yra K funkcijos sulyginimas su jos
teorine reikSme.

Tai galima padaryti minimizuojant nagrinéjamy funkcijy skirtuma intervale [a;b]:

D)=/ |R(r)* — Ko (r)?|"ar (35)

¢ia

0<a<b,

p,q yra indeksai.

Sis metodas yra zinomas kaip minimalaus kontrasto metodas. Dazniausiai taikomas

duomenims, kuriems buidingi klasteriai.
I.4. Kiti erdviniai tasSkiniai procesai

Be Puasono homogeniniy ar nehomogeniniy erdviniy taskiniy procesy, galima iSskirti atskiras
ETP rusis:
e iSretinti ETP
o Klasteriniai ETP
e Zymeéti ETP
e Gibbs‘o ETP
Pagal Sias rusis yra sudaromi ETP modeliai (pvz. Puasono ETP modelis, Gibbs‘o ETP
modelis ir t.t.).
»Retinimas* reiSkia kai kuriy taSky paSalinimg 1§ taskinio proceso. Nepriklausomas retinimas
— kai tasko iSlikimas yra nepriklausomas nuo kity taSky. Kai yra taikomas nepriklausomas retinimas
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Puasono procesui, rezultate gauname iSsaugoty tasky procesa, kuris taip pat yra Puasono tipo.
Norint gauti ne Puasono procesa, reikia naudoti tam tikrg priklausomg retinimo funcija.

Klasterinius procesus placiau apzvelgsime II skyriuje, 0 zymétus procesus placiau aptarsime
111 skyriuje.

Atskira taSkiniy procesy rusis yra tikimybiniai erdviniai taskiniai procesai, juos trumpai
apzvelgsime.

Gibbs‘o taskiniai procesai
Vienas i$ budy kaip galima sukonstruoti statistinj modelj, tai yra uzrasyti jo tikimybinj tankj.
Tokio uzraSymo privalumai yra:
» funkciné tankio forma atspindi jo tikimybines savybes;
* tankio funkcijos nariai ir koeficientai daZnai gali biiti interpretuojami kaip modelio
komponentai;
* lengva jvesti narius, kurie nusako modelio priklausomybe¢ nuo kovariacijy ir pan.

Zinoma, §is metodas gali biiti taikomas tik tuo atveju, kai tankio funkcija jmanoma uzrasyti ir
ji yra interpretuotina. Erdviniai taskiniai vaizdai, sudaryti remiantis jy tikimybiniu tankiu yra
vadinami Gibbs*o procesais.

Tikimybinis tankis bus funkcija f(x) apibrézta kiekvienam tasky x = (xq, ..., x,,) rinkiniui i$
apibrézto lango W (x; € W), bet kokiam n > 0. Tasky kiekis n néra apibréztas ir gali bati lygus
nuliui. Taciau bendru atveju tikimybinis taskinio proceso tankis yra interpretuojamas kaip
paprasciausio duomeny rinkinio tikimybinis tankis. Taskinis procesas X lange W tikimybinj tankj

turi tik tokiu atveju, jei bet kokiai neneigiamai integruojamai funkcijai h:

E[h(X)] = e ™h(@)f () + e~V Z;‘f’ﬂ%fw oSy By Xy DX X)) dxg L d i, (36)
Taigi, tikimybe, kad X yra sudarytas 1§ lygiai n tasky, bus lygi:

wl

pp = P{n(X) =n}= fw fw h({xqy, ... x, D f{xq, ., x, D) dxy ... dxy, (37)
kain > 1ir p, = P{n(X) = 0} = e~ WIf ().

Homogeninio Puasono proceso, su intensyvumu lygiu 1, tikimybinis tankis yra f(x) = 1.

o
n!

Homogeninio Puasono proceso lange W, su intensyvumu A, tikimybinis tankis yra f(x) = aA™®),
&ia n(x) yra tasky rinkinyje x kiekis, o konstanta @ = e 1=DIWI,
Neghomogeninio Puasono proceso lange W su intensyvumo funkcija A(u) tankis:
fx) =all;A(x) (38)
kur konstanta @ = exp [ S, (- A(u))du].
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Pagrindinis jrankis Gibbs‘o taskinio proceso analiz¢je yra salyginis tankis A(u, X). Sis tankis
apibréZia salyging tikimybe, kad rasime vietoje u taska, Zinant visg informacija apie likusj procesa.
Salyginé tikimybé, kad $is taskas bus aptiktas lokacijos u kaimynystéje, yra A(u, X)du. Taskiniam
procesui, apibréztam lange W, salyginis tankis vietoje u yra susijes su tikimybiniu tankiu tokiu

budu:
M) =TV (39

Homogeninio Puasono proceso su intensyvumu A salyginis tankis A(u,x) =A. O
nehomogeninio A(u, x) = A(u). Salyginis Puasono proceso tankis nepriklauso nuo x konfigiiracijos,
nes Siuo atveju taskai yra nepriklausomi.

Gibbs‘o ETP gali buti sugeneruoti Markovo grandiniy Monte Carlo (MCMC) algoritmy
pagalba. Sie algoritmai generuoja Markovo grandine, kurios biisenos yra taskiniai vaizdai. Grandiné
yra sudaroma taip, kad pasiskirstymas biity toks, kokj mes siekiame sugeneruoti. Jeigu grandiné
bty ,paleidziama®“ begalinj skaiiy karty, biisenos konverguoty ] norimg taSkinio proceso
pasiskirstyma. Praktikoje grandiné yra ,,paleidziama‘ daug karty.

Salyginis proceso tankis Ay (u, x) turi biti logtiesinis parametro 6 atzvilgiu: logAg(u,x) = 6 -
S(u, x). Parametrai 6 yra vadinami reguliariais, o visi kiti parametrai nereguliariais.

Lyginant su Puasono modeliu, Gibbs‘o modelj patikrinti yra daug sudétingiau. Néra teorijos,
leidZiancios pritaikyti y? ar Kolmogorov — Smirnov testus. Prognozuojamas vidutinis tasky skai¢ius
tam tikrame regione Gibbs‘o modelio atveju taip pat néra zinomas. Todél dazniausiai vertinimas
remiasi K ir G funkcijomis. Funkcija envelope kaip pirmajj argumentg gali priimti jvertintg Gibbs‘o
modelj ir pagal jj generuos, sudarydama taip vadinamg ,,voka“. Gibbs‘o proceso paklaidos srityje
B € R? yra apibréziamos tokiu budu:

R(B) =n(xNB) - [, A(u,x)du  (40)
Jeigu jvertintas modelis yra teisingas, paklaidy vidurkis turi buti lygus nuliui. Grafiskai

paklaidas galima analizuoti remiantis lygiai tokiais paciais metodais, kaip ir Puasono modelio

atveju (pvz. sudaryti keturiy tipy grafika).
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I1. KLASTERINIAI TASKINIAI PROCESAI

Kaip jau buvo minéta, klasikinis taskinio proceso modelis yra homogeninis Puasono taskinis
procesas plokStumoje su intensyvumu A. Toks procesas daznai vadinamas pilnu erdviniu
atsitiktinumu, taciau §is Puasono procesas realybéje pasitaiko labai retai. Vis daZzniau nustatomi
nukrypimai nuo Sio ,,idealaus* proceso modelio.

Sakoma, kad taSkinis procesas, kuris néra Puasono procesas, parodo ,saveika“ ar
priklausomybe tarp tasky.

Kaip jau buvo apraSyta, taSkiniy procesy duomenims gali buti biidingi Sie pasiskirstymai:

* atsitiktinis,
 tolygus,
* Kklasterinis.

Pasak mokslininko Andrew David CIiff (1981, 90 p.), kiek tasky pasiskirstymas yra nutoles
nuo atsitiktinio Puasono pasiskirstymo, galima jvertinti skai¢iuojant dispersijos indeksa ¢. Jis yra

naudojamas iStirti nukrypimo stiprumg nuo homogeninio Puasono proceso. Jo iSraiSka yra tokia:

__ imties dispersija

imties vidurkis
IS tikryjy, jei skaiCiuosime dispersijos ir vidurkio santykj, pasiskirstymus, nutolusius nuo
paprasto Puasono pasiskirstymo, Zzemiau pateiktoje schemoje (7 pav.) , galima isdéstyti taip:
f \
Klasteriniai taskiniai procesai Neigiamas binominis (¢p>1)
Puasono-Paskalio
Niumano A tipas
Puasono binominis

Atsitiktiniai taskiniai procesai Paprastas Puasono (p=1)

Mazéjanti klasterizacija

Tolygus taskiniai procesai Binominis (p<I) ¥
7 pav. Pasiskirstymy iSsidéstymas pagal maz¢jancig klasterizacija

Visi Sie pasiskirstymai rodo klasterizacijos pokytj.

Kaip matome, klasterizacijos atveju, dispersija yra didesn¢ negu vidurkis, kadangi dispersijos
indeksas ¢ yra didesnis uz vieneta. Si situacija daZnai vadinama pervirSyta dispersija (ang.
overdispersion). Puasono proceso atveju dispersija lygi vidurkiui (¢p=1). Pastaroji schema turéty
biti traktuojama su atsargumu, kadangi ne mazai pasiskirstymy yra jtraukti j dar labiau bendresnes

pasiskirstymy Seimas, kurios gali turéti ir klasterizacijos ir tolygumo elementy.
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Aptarsime klasterinius procesus, kurie yra gauti iS Puasono proceso ir vis dar iSsaugo Kai

kurias paprastas Puasono proceso ypatybes.
I1.1. Puasono grupés klasteriniai procesai

Puasono grupés klasterinius procesus apraso A.Baddeley (2008, 98 p.). Puasono klasterinis
procesas pradedamas kurti nuo proceso Y i§ ,téviniy“ (pradiniy) tasky. Kiekvienas ,tévinis* taskas
y; €Y sukuria baigting aibe Z; ,palikuoniy“ taSky pagal tam tikra atsitiktinj mechanizmg. Aibg,

apimanti visus ,,palikuoniy“ taskus, suformuoja taskinj procesg X. Biatent X ir yra laikomas

steb¢jimy objektu.
L J L
. 2
. ﬂ(dv A~ TR °
¢ Iy ° “ o o ° e
. I ° o© o
e [
Q0 o0
e\ ©
. Y
. %o o o
. oo pd 00, 8
. . ¢ e M‘ ° % 00 o
4 » o °
Pradiniai tagkai ,tévai Taskai ,palikuonys* Taskinis procesas X

8 pav. Puasono Klasterinis procesas

Galime 18skirti keleta Puasono grupés klasteriniy procesy.

* Mat’ern klasterinis procesas, kuriame visy pirma sugeneruojamas Puasono procesas
Htéviniy® tasky su intensyvumu (x) (kappa). Tuomet kickvienas taskas ,tévas® yra pakei¢iamas
atsitiktiniy tasky klasteriu, kuris turi Puasono () tasky skaiciy ir kur taskai yra nepriklausomai ir
tolygiai pasiskirstg r spindulio diske, kurio centras yra taskas ,tévas®.

Realizuojant §j procesg atvirojo kodo programoje R, modelyje turi bati nurodomas Puasono
proceso klasteriy centry intensyvumas (k). Jis gali buti teigiamas skaiCius, funkcija arba vaizdo
tasky objektas (nuotrauka). Taip pat nurodomas klasteriy spindulys (r), vidutinis taSky skaicius
klasteriuose () (teigiamas skaicius arba intensyvumo funkcija) bei langas (win).

» Thomas klasterinis procesas, kuriame visy pirma yra sugeneruojamas vienariiSis Puasono
procesas ,.téviniy“ taSky su intensyvumu (x). Tuomet kiekvienas ,tévas* taSkas yra pakeifiamas
atsitiktiniy taSky klasteriu, kur klasterio tasky pasiskirstymas yra Puasono (M), o jy pakeitimas yra
pasiskirstes pagal izotropinj Gauso N(0,021 ) pasiskirstyma nuo ,,tévinio* tasko.

Realizuojant § procesa atvirojo kodo programoje R, modelyje turi biiti nurodomas Puasono
proceso klasteriy centry intensyvumas (x), taSky perkelimo i$ klasterio centro standartinis nuokrypis

(o), tikétinas skaicius tasky klasteryje (p) ir langas (win).
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» Gauss-Poisson klasterinis procesas, kuriame visy pirma sugeneruojamas Puasono procesas
Ltéviniy“ taSky su intensyvumu (k). Tuomet Kiekvienas taskas yra arba iSsaugomas (su tikimybe 1-
p2) arba pakeiCiamas tasky pora nustatytame atstume r (su tikimyne p2). Dviejy tasky klasteriuose,
linija, jungianti tuos du taskus, turi vienariise atstitikting orientacija.

Realizuojant § procesa atvirojo kodo programoje R, modelyje turi biiti nurodomas Puasono
proceso klasteriy centry intensyvumas (x). Jis gali biiti teigiamas skaicius, funkcija arba taskiniy
vaizdy objektas (nuotrauka). Taip pat nurodomas klasterio, kuris susidaro i§ tiksliai 2 taSky,
diametras (r), tikimybé, jog klasteris susideda i$ 2 tasky (p2) bei langas (win).

» Neyman-Scott Klasterinis procesas, kuriame visy pirma sugeneruojamas Puasono procesas
,Htéviniy“ tasky su intensyvumu (x), Kur (k) gali buti teigiamas skai¢ius, funkcija x(X,y) arba taskiniy
vaizdy objektas klasés ,,im*. Kiekvienas taskas ,tévas yra pakei¢iamas atsitiktinio klasterio taskais,
sukurtais rcluster funkcijos pagalba. Sie klasteriai yra apjungiami, kas ir duoda rezultate Neyman-
Scott procesa.

Realizuojant § procesa atvirojo kodo programoje R, modelyje turi biiti nurodomas Puasono
proceso klasteriy centry intensyvumas (k). Taip pat nurodomas maksimalus atsitiktinio klasterio
spindulys (rmax), funkcija, kuri generuoja atsitiktinius klasterius (rcluster) bei langas (win).

,,COX* procesai

,Cox*“ taskinis procesas yra i§ esmeés Puasono procesas su atsitiktine intensyvumo funkcija.
Tarkime A(u) yra atsitiktiné funkcija su neneigiamomis reik§mémis, apibrézta visose vietose U € R?
. Apibréztai A tarkime, kad X yra Puasono procesas su intensyvumo funkcija 4. Toks erdvinis
taskinis procesas X yra ,,Cox*“ procesas.

,,Cox*“ modelis yra ,atsitiktiniy efekty” modelio analogas. Jo dispersija yra visada pervirsyta,
lyginant su Puasono procesu. Kitaip sakant, tasky, krintanc¢iy j tam tikra regiong, skaiCiaus
dispersija yra didesné negu vidurkis. Ypa¢ naudinga ,,Cox“ procesy klasé yra ,,log-Gaussian® (sutr.
LGCP), kur logA(u) yra Gauso atsitiktiné funkcija.

I1.2. Neigiamas binominis procesas

Kai dispersijos indeksas yra didesnis uz vieneta, tuomet duomenims yra biidingi klasteriai.
D¢l Sios priezasties neigiamas binominis pasiskirstymas, kitaip dar vadinamas Puasono-gamma
pasiskirstymu, tampa labiausiai naudojamu i§ visy Puasono pasiskirstymo modifikacijy. Neigiamas
binominis pasiskirstymas yra laikomas geriausiu pasiskirstymu, galiniu valdyti virSijancig
dispersijg ir tampa vis pla¢iau naudojamu tiriant biitent tokio tipo duomenis. Neigiamg binominj

pasiskirstymg nagrinéjo Zhang Y. (2006, 3 p.) tirdamas nelaimingy atsitikimy duomenis.
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Neigiamas binominis pasiskirstymas turi du parametrus: vidurkj J ir dispersijos parametra K,
kuris daznai laikomas fiksuotu vir§ijancios dispersijos matu.

Imties X, kuri pasiskirsCiusi pagal neigiama binominj pasiskirstyma (X ~NB(, k)),
dispersija yra lygi 62 = u + p ?/k. Tikimybé, jog kintamasis X jgyja reikSme x yra:

Pt =1 =R (1) e e ) 1)

v e

Cia
M, k>0;
x=0,1,2,...;
I'(.)Zzymi gama funkcija I'(z) = fooo e 'tz 1dt.

Kai kuriuose literattiros $altiniuose, dispersijos parametras kK yra pazymimas a=1/k.

Neigiamo binominio pasiskirstymo savybes taip pat aiSkina ir Jain S.K. (1958, 2 p.)
Apibréskime p=p/k. Jeigu k artéja prie oo ir p->0, tuomet pervirSyta dispersija mazéja ir taip
pasiskirstymas tam tikru laiku tampa Puasono pasiskirstymu. Kita vertus, jei leisime N (stebéjimy
skaiCiui) artéti j oo ir kK->0 ir nepaisysime nulio klasés, turésime FiSerio logaritminés eilutés forma.
Triki neigiamo binominio pasiskirstymo forma gali atsirasti tuomet, kai stebéjimy skai€ius nulio
klas¢je negali buti izoliuotas.

Pagrindinis Zingsnis naudojant neigiama binominj pasiskirstymg yra parametro K jvertinimas.
Naudojami keli budai parametro K jvertinimui:

a) Momenty metodas. Naudojami pirmieji du momentai # ir s2. k bus priimtinas tuomet, kai
s? >, kadangi k > 0.
k=v%/(s?* -7) (42)
b) Nulio klasés metodas. Naudojamas nulio klasés daznis fy = N/q*, kur g =1+ p, Kai

(1+p)“=N/fo . k jvertis yra gaunamas lygties iteraciniu sprendimu:

% log (1 + E) = log(N/f,) (43)

€) Maksimalaus tikétinumo (ang. maximum likelihood, sutr. ML) metodas. ML funkcija:

(e, 1) = X1y log (T} + 7 log(w) — (7 + K)log{l + pw/k}  (44)

Atlikus pakeitimus bei jvedus gradiento elementus galésime apskaiCiuoti maksimalaus

tikétinumo K jvertj.
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111. ZYMETI TASKINIAI PROCESAI

Visada taskui galima priskirti, pridéti tam tikros papildomos informacijos, pavyzdziui, medZiy
augimo vietos gali turéti medzio rusies zyme (zymé yra kokybiné) ar medzio auks$¢io matg (zymé
yra kiekybin¢). Kiekvienas taSkas gali turéti tik vienmate zyme. TaSkinius procesus su zymémis
galima analizuoti tiesiog ignoruojant Zymes, tuomet bus atlikta paprasta taskinio proceso analizé,
neatsizvelgiant j taSky papildoma informacijg, taciau yra ne mazai Jdomiy klausimy, kuriuos galima
uzduoti biitent Zymétiems taSkiniams procesams, tokiy kaip ,.ar yra rySys tarp tam tikry dviejy, ar
daugiau, medziy rasiy?* ir t.t.

Zyméti tagkiniai procesai su kokybinémis zymémis yra tokie, kuriuose jvykius - taskus galime
sugrupuoti ] atskiras grupes pagal jy zymes. Dazniausiai Siy skirtingy grupiy skai¢ius biina mazas,
t.y. zymés dazniausiai biina dviejy tipy, re€iau pasitaiko tasSky su didesniu zymiy rasiy skaic¢iumi.

Pazymétas taskinis procesas erdvéje S su zymémis, priklausanCiomis aibei M, yra
matematiskai apibréztas kaip taskinis procesas Dekarto sandaugoje SxXM. Galimy zymiy erdvé M
gali buti bet kas. Dazniausiai zymé yra kategoriSkas kintamasis (kad taskai bty sugrupuoti j
LLpus®) ar realus skai¢ius. Multivariacinés zymés, susidedancios i§ keliy tokiy kintamyjy, taip pat
yra paplitusios. Zyméto taskinio proceso struktiira yra netvarkinga aibé

y={(%,m,),.(x,,m )} X, eW,m, €M

Cia

Xi yra vietos;

m; yra atitinkamos Zymés.

Tikimybe¢, kad taskas u turi Zzyme m yra

— Aum)
plmhy) =4 (a5)

kur l(u) = Zm /l(u : m) yra intensyvumo funkcija visy tipy taskams.

Zymétuose taskiniuose procesuose gali biti skirtingy tipy tasky saveikos arba to pacio tipo
tasky saveikos. Tarkime, kad tipo i taskai turi tolyginj intensyvuma /4, visiems i. Tuomet, dvejiems
tipams i ir j nukrypimo funkcija G bus

Gij(r) =P(Rjj <1) (46)
kur Rjj yra atstumas nuo tam tikro tasko is tipo i iki artimiausio tasko is tipo j.
Salyginis intensyvumas l(u,m|x) yra 1§ esmeés salyginé tikimybé rasti taSka i§ tipo m

vietoveje U, kai duota baigtiné informacija apie likusj procesg X.
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I11.1. Multi-tipo Puasono modeliai

Erdviniai taskiniai procesai, kuriy duomenys turi kokybines zymes, vadinami multi-tipo (ang.
multitype) taskiniais procesais. Analizuojant multi-tipo taskinius procesus yra taikomi tam tikri
metodai, o priglodinant zymétam procesui tam tikrg modelj, ne visi modeliai tinka, kuriuos galima
priglodinti procesams be zymiy. Aprasysime keleta Zyméty Puasono procesy, Kuriais dazniausiai
remiamasi analizuojant multi-tipo erdvinius taskinius procesus.

Pastovus Puasono procesas srityje R? su zymémis srityje M gali bati apibréztas keletu budy:

» atsitiktinai pazymétas Puasono procesas (Poisson [X], i.i.d. [M |X]): Puasono taskinis
procesas X su intensyvumu S yra sugeneruojamas pirmiausia. Tada kiekvienas taskas x; yra
paZymétas atsitiktine Zyme m;, nepriklausomai nuo kity taSky, su pasiskirstymu
PM, =m}=p,,meM ;

* nepriklausomas Puasono procesas (i.i.d. [M], Poisson [X|M]): kiekvienai galimai zymei
m € M yra sukurtas Puasono procesas Xn Su intensyvumu fn. X, taskai yra pazymimi zyme m.
Tada visi Xp procesai su skirtingomis zymémis yra sudedami, kad duoty pazyméta taskinj
procesa;

* pazymétas Puasono taskinis procesas (jointly Poisson [X, M]): yra sugeneruojamas Puasono
procesas srityje R x M su intensyvumo funkcija A(u, m) = fn Srityje u ir Zymémis m.

Atitinkamai Siems multi-tipo Puasono procesams gali buti formuluojamos hipotezés, kurias
galima patikrinti:

* atsitiktinis Zyméjimas;

» komponenciy nepriklausomumas;

* pilnas erdvinis atsitiktinumas ir nepriklausomumas.

Kai Zymés yra kokybinés, dazniausiai yra atlieckama zvalgomoji Zymeéty taskiniy procesy
analizé¢. Duomenis galima grafiSkai perskelti ; subprocesus grupuojant pagal zymes, iStirti Siy
subprocesy intensyvumus, salyginj tankj kity zymiy atzvilgiu. Skaitiniy Zymiy atveju, kai zymés yra
loginis ar kiekybinis kintamasis, daZniausiai yra bréZiama histograma arba vertinama branduoliné
tankio funkcija. Skaitinés zZymés yra suskirstomos ] intervalus. Siekiant jvertinti Zymiy erdvinj
trenda, galima suformuoti glodinancig branduoling regresijos funkcijg. Tada suglodinta zyme taske

u € R? bus

I _ 2mik(u—x;)

W = T @)
¢ia
K — glodinimo funkcija;
m; - zymé taske x;.
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Taip pat galima nustatyti Zymiy erdvinj homogeniSkuma/nehomogeniSkuma pasinaudojus
proceso perskélimo j subprocesus funkcija, pagal Zymiy intervalus.

Multi-tipo taskiniy procesy atveju galima iStirti taSko artimiausiy kaimyny Zymes. Taip pat
analiz€je naudojamos apibendrinancios atstumy funkcijos, kuriy pagalba galima nustatyti zymiy
priklausomuma.

Tarkime X yra stacionarus taskinis procesas. X; - tam tikro tipo j tasky poaibis su
intensyvumu 4;. Tada bet kuriai tipy i ir j porai:

* F;(r) yra tus¢iy erdviy funkcija poaibiui X;;
* G;;(r) atstumo nuo i tipo tasko iki artimiausio j tipo tasko pasiskirstymo funkcija;
* K;;(r) yra tikétinas j tipo tasky skai¢ius atstumu r iki i tipo tasko.

» L;;(r) yraatitinkamai L funkcija

Kij(r)

Ly(r) = |—/ (48)
 g;;(r) yra porinés koreliacijos funkcija

9ij(r) = %(:) (49)
*  J;;(r) apibréziama tokiu budu

Jij(r) = %7((:)) (50)

Funkcijos G;j, Kij, Lij, gij, Jij yra vadinamos ,kryZminémis*“ funkcijomis. Jos gali biti
jvertintos atitinkamai funkcijy Georss, Kcross, Lcross, pcfcross bei Jcross pagalba R sistemoje.
Kryzminiy funkcijy interpretacija yra labai panasi, kaip ir nezyméty taSkiniy procesy atveju,
taciau ne visai tokia pati:
« Jeigu X; yra tolygus Puasono procesas (CSR), tada F;(r) = 1 — exp(—Amr?);
+ Jeigu X; yratolygus Puasono procesas (CSR) ir nepriklauso nuo X;, tada
Gij(r) =1 — exp(—Amr?);
« Jeigu X; ir X; yra nepriklausomi, tada K;;(r) = mr? atitinkamai L;;(r) = r;
« Jeigu X; ir X; yra priklausomi, tada g;;(r) = 1ir J;(r) = 1.
Galima jvertinti ir atstumus nuo tam tikro vieno tipo tasko iki tasko su betkuria zyme. Tam
naudojamos funkcijos:
e G;.(r) atstumo nuo i tipo tasko iki artimiausio kito tipo tasko pasiskirstymo funkcija;
e K;.(r) yra tikétinas tasky skai¢ius atstumu 7 iKi i tipo tasko;

e L;(r) yraatitinkamai L funkcija
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L.(r) = /KT(T) (51)

Jy(r) = =50 (5

1-F(r)

e J..(r) apibréziama tokiu budu

Sias funkcijas galima apskai¢iuoti naudojant Gdot, Kdot, Ldot bei Jdot komandas R sistemoje.

Zymiy koreliaciné funkcija

Koreliaciné funkcija p,(r) stacionaraus taSkinio proceso Y atveju yra priklausomybés tarp
dviejy tasky, esanciy atstumu r, matas. Bendru atveju koreliaciné funkcija gali biti apibréziama
tokiu budu:

E[f (M1,M)]
E[f(M,Mr1)] (53)

Pr (r)=
Cia
M;, M, - tasky, esanCiy atstumu r, Zymes;
M, M’ - Zymiy pasiskirstymo nepriklausomos realizacijos.
Funkcija f gali buti bet kokia neneigiama funkcija. Dazniausiai nagrinéjami tokie variantai:
e Kiekybinéms zyméms: f(m,,m,) = m;m,;
e Kokybinéms zyméms: f(m;,m,) = 1{m; = m,};
« Zyméms, jgyjanéioms reik§mes intervale [0,27]: f(m,, m,) = sin(m; — m,);
Funkcija ps(r) néra ,koreliacija“ statistine prasme, nes ji gali jgyti bet kokia neneigiama,
realig reikSme. 1 reiSkia, kad koreliacijos néra. ReikSmiy didesniy ar mazesniy uz 1 interpretacija
priklauso nuo funkcijos f pasirinkimo. Zymiy koreliacija gali biiti apskai¢iuota komandos markcorr

R programoje pagalba.
111.2. Zyméty tadkiniy procesy atsitiktinumo testai

Homogeninio zyméto Puasono taskinio proceso atveju, nuliné hipotezé gali buti patikrinta
tiesioginio generavimo pagalba naudojant virSutinj ir apatinj vokus.
Taip pat galima patikrinti ir kitokias hipotezes:
»  Atsitiktinis Zyméjimas: zymés yra salygiskai nepriklausomos ir vienodai pasiskirs¢iusios.
Siuo atveju taskinis vaizdas yra generuojamas i§ aibés, laikant, kad tasky lokacijos yra
fiksuotos ir atsitiktinai perskirstant Zymes (ang. randomly resampling) gali biti su pasikartojimu ir
be.
Atsitiktinio Zym¢jimo atveju:
e Gi.(r)=G;(r)
o K.(r)=K;()

e J.(r)=J()
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kur G, K ir J yra taskinio proceso be Zzymiy funkcijos. Siuo atveju kryzminés funkcijos yra
labai komplikuotos. Siekiant sukonstruoti atsitiktinio Zyméjimo testo funkcijg, dazniausiai yra
naudojami skirtumai K;.(r)- K(r).

*  Komponenciy nepriklausomumas: kiekvienos zymés m subprocesas (poaibis) X,, yra
nepriklausomas taskinis procesas.

Siuo atveju vaizdas yra generuojamas dalijant visa duomeny aibe j vieno tipo tasky poaibius ir
juos keiciant nepriklausomai vienas nuo kito.

Nepriklausomumo atveju:

o Gij(r) =F(r)
o K;(r)=mnr?
o Jj(r)=1

Komponenéiy nepriklausomumui nustatyti dazniausiai naudojamos kryzminés funkcijos, nes
kity aptarty funkcijy iSraiSkos dazniausiai biina labai sudétingos.

« Pilnas erdvinis atsitiktinumas ir nepriklausomumas: tolygus Zymétas Puasono procesas R?
su Zymémis aibéje M yra pilnai erdveje atsitiktinis ir nepriklausomas taskinis procesas. Hipotezé
gali biiti patikrinta tiesioginio generavimo pagalba naudojant vokus.

Nehomogeninis zymétas Puasono procesas Y, su kokybinémis zymémis i§ baigtinés aibés M,
pasizymi tokiomis savybémis:

« vietos X, apibréztos panaikinant Zymes, islicka nehomogeninis Puasono procesas erdvéje R?
su tankio funkcija

Bw) =X Awm)  (54)
* jeigu zymés yra pridedamos, atsizvelgiant j vietas X, jos yra nepriklausomos, o jy salyginis

pasiskirstymas taske x; bus

— m) = Axm)
P{M; =m} = T

* subprocesas X,,, sudarytas i§ taSky su zymémis m, yra nehomogeninis Puasono procesas su
intensyvumu
Bm W) = A(u, m) (56)

« subprocesai X,, su skirtingcomis Zymémis yra neprikausomi procesai.
m g Yy y
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IV. ETP ANALIZE R APLINKOJE

IV.1. Ivadas | atvirojo kodo programg R

Taskiniy procesy analizei naudosime atvirojo kodo programa R. R yra nemokama programiné
jranga su atviro 3altinio licencija. Sj statistinj paketa galima parsisiysti i§ r-project.org ir lengvai
idiegti kompiuteryje. Be to, be pagrindinés R sistemos, R Ziniatinklio svetaing taip pat sitilo daugelj
pridedamy moduliy (bibliotekas (ang. libraries) ar papildomus paketus (ang. packages). Juos
galima parsisiysti i§ cran.r-project.org.

Spatstat paketas

Spatstat yra R paketas, kurj paras¢ Adrian Baddeley ir Rolf Turner, skirtas analizuoti
erdvinius duomenis. Dabartinés spatstat versijos yra skirtos dirbti pagrinde su dvimaciais erdviniais
taskiniais procesais. Paketa sudaro:

» taSkiniy procesy sukiirimas, manipuliavimas ir braizymas;

* tirlamoji duomeny analize;

» taSkinio proceso modeliy imitavimas;

* parametrinis modelio pritaikymas (ang. model-fitting);

* hipotezés testai, diagnostika.

Spatstat yra vienas i§ didziausiy pakety pasiekiamy R programoje, su daugiau kaip 300
vartotojy lygmens funkcijy ir 500 puslapiy ,,vadovu®. Paketui sukurtas internetinis puslapis

www.spatstat.org , kuriame galima rasti visg informacija apie $j paketa. Spatstat yra suprojektuotas,

kad apimty visus tiriamosios analizés standartinius tipus taskiniams procesams.

Duomeny klasés

Aptarsime skirtingas erdviniy duomeny rasis (tasky struktiirg, langus, vaizdo elementy
(pikseliy) atvaizdus ir kt.) bei jy valdyma pakete spatstat.

R programa naudoja kalbg ,,orientuotg | objekta™. Duomenys, turintys tam tikrg struktiirg
(pavyzdziui laiko eiluté) yra traktuojami Kaip vienas ,,0bjektas”. Kiekvienas objektas R programoje,
priklausomai nuo jo struktiiros, yra identifikuojamas kaip priklausantis tam tikram tipui ar klasei.

Taskinio proceso duomeny valdymui, spatstat pakete yra apibréztos tam tikros objekty klaseés:

* ppp:  plokStuminis tasko procesas;

e owin: erdving sritis (,,stebéjimo langas®);

oim: vaizdo elementy atvaizdas;

e psp: tiesés atkarpos struktiira;

e tess:  mozaika.

Didzioji dalis funkcijy spatstat pakete dirba su minéty klasiy objektais. Norint panaudoti Sias
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funkcijas reikia perkelti turimus nesutvarkytus duomenis ] R programg ir paskui paversti juos i
tinkamo formato objekta.

Klasés ,,ppp*“ objektai

Taskiniai procesai spatstat pakete yra pristatomi kaip klasés ppp objektai. | juos jeina: tasky
koordinatés, laisvai pasirenkamos prie tasky pridétos ,zymiy*“ vertés ir analizuojamos srities
erdvinio lango apibuidinimas. TaSkinio proceso objektas P turi Siuos komponentus:

* P$n yra tasky skaicius (kuris gali bati lygus nuliui);

* P$x yra skaitmeninis vektorius, aprasantis taSky x koordinates. Jo ilgis lygus P$n (ir gali
biti lygus nuliui);

* P$y yra skaitmeninis vektorius, aprasantis tasky y koordinates. Jo ilgis taip pat lygus P$n;

* P$marks apraSo Zymes. Tai yra arba nulis, arba vektorius, kurio ilgis yra P$n, apraSantis
zymes vertes. P$marks vertés gali biti bet kokio tipo (Zodinio, skaitinio, loginio, kompleksinio). Jei
zymés yra kokybiniai kintamieji, tai P$marks yra faktorius;

* P$window yra klasés ,,owin“ objektas (,,stebéjimo langas) nustatantis analizavimo sritj ar
erdvinj ,,Jlanga“.

Ypatingai pastabésime, kad, kuriant naujg taskinio proceso objekta, turime nustatyti erdvine
sritj ar langg, kuriame procesas bus apibréztas. Spatstat pakete stebéjimo langas yra neatimama
taskinio proceso dalis. Taskinio proceso duomenys susideda i§ Ziniy apie vietas, kur taskai nebuvo
pastebéti ir buvo stebimi.

Norint pradéti darbg su spatstat paketu reikia paleisti R programg ir j kodo langg jrasyti:

> library(spatstat)

Atsakymas turéty biiti kazkas panaSaus :

Loading required package: mgcv
This is mgcv 1.7-9. For overview type 'help("mgcv-package™)'.
Loading required package: deldir
deldir 0.0-16
Please note: The process for determining duplicated points
has changed from that used in version 0.0-9 (and previously).
spatstat 1.25-0

ParaSius ,,help(spatstat)*“ programa pateiks visg informacijg apie paketg bei galimy komandy
sarasg. Norint pamatyti informacijg apie konkrecig komanda reikia jvesti ,,help(command)*. Norint
susidaryti bendrg jspiid] apie paketa spatstat galima paleisti paketo demonstracija naudojant
,,demo(spatstat)“ .

Norint analizuoti turimus taskinio proceso duomenis pakete spatstat, turime perkelti

neapdorotus duomenis j R programg ir paversti juos j objekta 1§ klasés ,,ppp“.
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Paketo ,,vadovas®“ duoda vieng pagrindinj buda, t.y. sudéti tasky koordinates X ir y j 2
vektorius (x iIr y atitinkamai), jei yra Zymiy, pridéty prie taSko duomeny, jas sudéti j vektoriy m
atitinkamai taSkams (pastaba: tiktai viena Zymés verté yra leistina vienam taskui ) bei sukurti ETP.

Verté, grazinta funkcijos ppp, yra klasés ,,ppp* objektas, taskinio proceso reprezentavimas,
t.y. taskinis vaizdas.

Jei langas néra staciakampis, tai reikia panaudoti komanda:

> ppp (%, y, langas = W),

kur W yra apibréZtas atskirai.

Koordinatés gali biiti jvestos j R programg jvairiais buidais, pavyzdziui jraant jas tiesiogiai.

Norint sukurti duomenis ir kai reikalingas nedidelis duomeny Kiekis, vartotojas gali pats
sudéti duomeny taskus lange.

Tam naudojama funkcija:

> X<-clickppp(100)
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9 pav. Ranka suvesty duomeny taSkinis vaizdas

Ivedus $ig funkcijg | programa, ji automatiskai i$spausdina tus¢ig langg, kuriame vartotojas
kursoriauas pagalba taskus lange sudélioja pats.

Kaip matome, tasky kiekj gali nustatyti pats vartotojas. Musy atveju, baigus tasky Zymejima
grafike, programa iSkart duoda jsp¢jantj atsakyma, kad yra du taskai uz galimos srities riby ir yra
besidubliuojanciy tasky, kurie tam tikry funkcijy pagalba turéty biiti eliminuoti i$ tyrimo.

Taip pat galime naudoti funkcijg file=""filename” norint perziiiréti duomeny srauta. Jei
duomenys yra tvarkingai suvesti j lentelg, kur kickvienas taSkas yra atskirtas nuo kito, galime
naudoti read.table komanda.
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Visy pirma nuskaitome lentele (duomenys pateikti el. laikmenoje pavadinimu
»duomenu_lentele®, txt formatu) su x ir y koordinatémis:

> duom<-read.table("duomenu_lentele.txt",header=TRUE)

Priskiriame stulpeliy reikSmes tasky koordinatéms:

> x<-duom$X
> y<-duom$Y

Sukuriame taSkinj vaizda:

> P<-ppp(x,y,c(0,5),¢(0,5))

>Pp

planar point pattern: 100 points
window: rectangle =[O0, 5] x [0, 5] units

kurj pazymime raide P. Intervalas ¢(0,5) nurodo x ir y ver¢iy intervalus.

Gautg taskinj vaizda nubraizome:

> plot(P)
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10 pav. Nuskaityty koordinaciy taskinis vaizdas

Duomeny tikrinimas

Besidubliuojantys taskai yra labai daZnas reiskinys duomenyse (t.y. kur du jrasai faile siejasi
su ta pacia (X, Yy) vieta), todél yra apdairu tikrinti duomenis, kad nebuty netikslumy. Tai galima
atlikti:

* ISspausdinus to paties rango vertes bei zymes ir patikrinus ar néra padaryty klaidy jvedant
duomenis, ir ar koordinatés nebuvo suapvalintos.

» Kai tik koordinatés yra jvestos | R programa kaip dviejy stulpeliy matrica ar duomeny rémas
D, galima duomenis tikrinti komandos any(duplicated(D)) pagalba. Jei duomenys jau yra taskinio
vaizdo formoje X, galima taip pat surinkti komandg any(duplicated(X)) duomeny patikrinimui.

> any(duplicated(P))
[1] FALSE
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Programos iSspausdintas atsakymas parodo, kad pasikartojan¢iy tasky néra. Jei tokiy tasky
biity, naudotume funkcija unique(P) ir juos pasalintume.

Vienetai
Taskinis procesas X gali teikti informacija apie ilgio vienetus, kuriais yra aprasytos X ir y

koordinatés. Si informacija yra laisvai pasirenkama; tai papras¢iausiai jgalina paketa i§spausdinti
geresnius prane§imus ir paaiskinti kampus bréziniuose. Matavimo vienetas taip pat gali baiti duotas
kaip kazkoks standartinio vieneto kartotinis.

Pastaba: vieneto pavadinimas taikomas tik koordinatéms, bet ne zyméms ar taSkiniam
procesui.

Matavimo vienety priskirima galima padaryti:

> unitname(P)<-c("metre","metres")

Jei norima paversti vienus vienetus j kitus (pavyzdziui metrus j kilometrus), naudojame
komanda rescale. Jei norima pakeisti koordinates naudojant linijines transformacijas, tuomet
naudojame komanda affine.

Kiti bitdai sukurti taskinius vaizdus

Norint sukurti taskinj vaizda, galime:

« sukurti jj 1§ neapdoroty duomeny naudojant funkcija ppp;

* konvertuoti duomenis i$ kity formaty, naudojant as.ppp;

* nuskaityti duomenis i$ failo, naudojantis komanda scanpp;

* transformuoti jau turimg taskinj vaizdg naudojant jvairius jrankius;

« sukurti atsitiktinj vaizdg naudojant vieng i§ imitavimo Sablony;

* panaudoti standartinio taskinio vaizdo duomenis, esancius pakete.

Sukurto erdvinio taskinio vaizdo bendrgjg statisting informacijg galima suzinoti panaudojus
komanda summary(P):

> summary(P)

Planar point pattern: 100 points

Average intensity 4 points per square metre
Window: rectangle = [0, 5] x [0, 5] metres
Window area = 25 square metres

Unit of length: 1 metre

IS pateiktos informacijos matome, kad koordinatés yra apraSytos metrais, biidingas tasky
pasiskirstymo intensyvumas yra 4 taskai kvadratiniame metre.
IV.2. Puasono proceso tyrimas

Atvirojo kodo programoje R galima sukurti jvairius taskinius procesus (pvz. nehomogeninis

Puasono procesas, Gibbs‘o procesas ir kt.) generuojant erdvinius duomenis. Kiekvienai taskiniy
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procesy rasiai generuoti yra naudojamos skirtingos komandos. Sukursime ETP naudodami
standarting duomeny generavimo funkcijg ir atliksime jo analizg.

Kaip buvo minéta teorijoje, taSkinis vaizdas laitkomas ETP tuomet, kada jis yra apibréZiamas
tam tikroje srityje ir kai atsitiktiniai erdviniai taSkai yra ETP stebiniai. Taigi, sukursime taskinj
vaizdg 1§ taSky, kurie atvaizduos medzius, sergancius Sakny puvimo liga. ETP sritj apibréSime tam
tikrg miSko teritorija, pvz. Giruliy miskuose. Taigi, apsibréSime srities langg. Lango forma gali biiti
be galo jvairi. Langg apsibréSime daugiakampio formos.

>langas<-owin(poly=list(x=c(1,1.5,3,3.5,3.5,3,1.5,1),y=c(2,1.5,1.5,2,3.5,4,4,3.5)))
>langas

window: polygonal boundary

enclosing rectangle: [1, 3.5] x [1.5, 4] units

Apsibrézéme langg, kurio x asis yra intervalas [1;3,5], o y asSis - intervalas [1,5;4].

Pasinaudoj¢ funkcija rpoint, kuri automatiskai sugeneruoja atsitiktinius taskus ir nurodg tasky
skaiCiy, gauname taskinj vaizda, kurj laikysime medZiy, sergan¢iy Sakny puvimo liga, erdviniu
taskiniu procesu.

>p<-rpoint(700,win=langas)
=P
planar point pattern: 700 points

window: polygonal boundary
enclosing rectangle: [1, 3.5] x [1.5, 4] units

Pasirinkome sugeneruoti 700 tasky. ETP atvaizduojame grafiskai:
> plot(p)

Erdvinis taskinis procesas p

11 pav. Erdvinis taskinis procesas p

Patikriname ar duomenyse néra pasikartojanciy tasky.
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> any(duplicated(p))
[1] FALSE

Jy néra, todél be jokiy papildomy veiksmy galima §j taskinj procesa tirti toliau (Sukurto ETP p
duomenys pateikti el. laikmenoje pavadinimu ,,duomenys_p“, txt formatu).

Visy pirma iStirsime ETP intensyvuma, nes intensyvumo tyrimas — vienas 1§ pirmyjy Zingsniy
taskiniy procesy analizéje.

Apskaic¢iuojame ETP intensyvuma:

> summary(p)

Planar point pattern: 700 points

Average intensity 122 points per square unit
Window: polygonal boundary

single connected closed polygon with 8 vertices
enclosing rectangle: [1, 3.5]x[1.5, 4]units
Window area = 5.75 square units

> summary(p)$intensity

[1] 121.7391

Programa parodé, jog j kvadratinj ploto vieneta, patenka apytiksliai 122 taskai. IS sukurto
proceso grafinio vaizdo matome, jog intensyvumas visame lange pasiskirstes gana vienodai, todél
galime jtarti, jog jis yra stacionarus. Intensyvumg tirsime anks€iau apraSytomis technikomis:

kvadraty skai¢iavimo bei branduolio glodinimo technika (Kernel’io intensyvumo jvercio

skai¢iavimas).
> Q<-quadratcount(p,nx=3, ny=3)
>Q
X
y [1,1.83] (1.83,2.67] (2.67,3.5]

(3.17,4] 69 85 62
(2.333.17] 75 77 88
[1.5,2.33] 66 94 84

> plot(p,cex=1)
> plot(Q,add=TRUE,cex=2)

12 pav. Tasky skai¢ius kvadratuose
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Kadangi langas yra SeSiakampio formos, todél parinkome jj suskaidyti j tris eilutes ir tris
stulpelius, taip gaunant atitinkamus vienodo dydzio narvelius, kad biity galima juos palyginti.
Matome, kad narveliuose tasky skaiCius skiriasi, taCiau skirtumai néra Zenklas. Daugiakampio
apatiniame deSiniajame kampe taSky skaiCius, lyginant su visu langu, didziausias. Tasky
pasiskirstymas narveliuose priklauso ir nuo misy parinkty narveliy dydziy. Kad geriau pamatytume
intensyvumo pasiskirstymg braizome Kernel‘io intensyvumo tankio jvertinj.

> den<-density(p)
> plot(den, main="Kernel'io intensyvumo tankis")
> plot(p,add=T,cex=0.5)

Kernel'io intensyvumo tankis

T
140

T
130

120

110

13 pav. Kernel‘io intensyvumo tankio jvertinys
Matome, kad tasSky tankis yra didesnis grafiko apatin¢je deSiniojoje puséje. Taip pat taskinio
proceso intensyvumo tankis gali biiti pavaizduotas trimaciy vaizdu (ang. perspective plot).

> persp(den, zlab="Intensyvumas", main="Trimatis intensyvumo atvaizdavimas", theta = 120, phi
20, colmap="royalblue", scale = FALSE, Itheta = 270, Iphi=150, shade = 0.75, border = TRUE, box
TRUE,ticktype="detailed")

14 pav. Trimatis intensyvumo atvaizdavimas

41



Atlike intensyvumo vertinimg kvadraty metodu bei Kernelio jveréio atvaizadavimu grafiskai,
galime daryti iSvada, jog intensyvumas yra palyginus gana vienodas, dideliy nukrypimy atskiruose
regionuose nematyti.

Apskaic¢iuosime atstumus tarp tasky, kad galétume nustatyti tasky iSsidéstymo tipa. Atstumy
funkcijy grafikus sudarysime naudodami 95% pasikliautinjjj intervalg, taip matydami funkcijos
reik§minguma.

Visy pirma apskai¢iuojame tuscius erdvinius atstumus, t.y. atstumus nuo fiksuotos vietos
lange iki artmiausio tasko.

> esd<-distmap(p)
> plot(esd,main="Tusciy erdviy atstumai")
> plot(p,add=TRUE)

Tus¢iy erdviy atstumai

T
0.15

0.1

0.05

15 pav. Tusc¢iy erdviy atstumai
Apskaic¢iuosime tusciy erdviy atstumo pasiskirstymo funkcija F.

>F<-envelope(p, Fest,nsim=59,rank=1)
> plot(F, main="F funkcija")

Ity col key label meaning
obs 1 1 obs F[obs](r) observed value of F(r) for data pattern
theo 2 2 theo F[theo](r) theoretical value of F(r) for CSR

hi 1 8 hi F[hi](r) upper pointwise envelope of F(r) from simulations
lo 1 8 lo F[lo](r) lower pointwise envelope of F(r) from simulations
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F funkcija
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16 pav. Tus¢iy erdviy atstumo pasiskirstymo funkcija F
Kaip matome, apskai¢iuotas F funkcijos jvertis sutampa su teorine Puasono proceso F
funkcija ir neiSeina i$ pasikliautiniojo intervalo riby. Jeigu apskaiCiuotas F funkcijos grafikas iSeity
18 voko riby, kirstadamas virSutinigja ribg, tuomet sakytume, jog duomenims bidingas
reguliarumas, jei kirsty apating ribg, tuomet duomenims bty budingi klasteriai. Misy atveju F
funkcijos grafikas i§ voko neiSeina, todél sakome, jog taskams biidingas atstitiktinumas.
Apskai¢iuosime atstumus tarp visy tasky pory.

> pd<-pairdist(p)
> plot(pd, main="“Poriniai atstumai*)
Poriniai atstumai

1.0 15

pd[.2]

05

00

pd[,1]
17 pav. Poriniai tasky atstumai
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Skaiciuojame poriniy atstumy pasiskirstymo funkcijg K.

>K<-envelope(p,Kest,nsim=59,rank=1)
>plot(K, main="K funkcija")

Ity col key label meaning
obs 1 1 obs K[obs](r) observed value of K(r) for data pattern
theo 2 2 theo K[theo](r) theoretical value of K(r) for CSR

hi 1 8 hi K[hi](r) upper pointwise envelope of K(r) from simulations
lo 1 8 lo K[lo](r) lower pointwise envelope of K(r) from simulations

K funkcija
i
- - Kobs(r)
o | e Ktheo(r)
a Khl(r)
Kio(r)
© |
o
€ o
Y o T
o S
o
N
o
o |
o

18 pav. Poriniy atstumy funkcija K
IS grafiko matome, jog visos K funkcijos korekcijos ir apskai¢iuotas K funkcijos jvertinys
sutampa su teorine Puasono verte.
Apskai€iuosime artimiausio kaimyno atstumus.

>nndist(p)
>plot(P%mark%(nndist(p)/2),markscale=1,main="Stienen'o diagrama")

Stienen'o diagrama
N

19 pav. Artimiausio kaimyno atstumai
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Skai¢iuojame artimiausio kaimyno atstumy pasiskirstymo funkcija G.

> G<-Gest(p)
> plot(G, main="G funkcija")

Ity col key label meaning
obs 1 1 obs G[obs](r) observed value of G(r) for data pattern
theo 2 2 theo G[theo](r) theoretical value of G(r) for CSR

hi 1 8 hi G[hi](r) upper pointwise envelope of G(r) from simulations
lo 1 8 lo G[lo](r) lower pointwise envelope of G(r) from simulations

G funkcija
o | - Gobs(r)
= e Gtheo(r)
Ghl(r)

© | Gy(1)
o

o =
o
L
o
o _|
o

20 pav. Artmiausio kaimyno atstumy pasiskirstymo funkcija G

Matome, jog artimiausio kaimyno atstumy pasiskirstymo funkcija nukrypsta nuo teorinés
Puasono funkcijos ir Siek tiek iSeina i§ reikSmingumo intervalo riby. Funkcijos nukrypimas zemiau
Puasono teorinés funkcijos ir zemiau apatinés Voko ribos rodo, jog taSkams biidingas reguliarumas.
Todél galime numanyti, jog taSkams, kurie i§sidéste atstumu ~0.04, yra budingas reguliarumas.

Kaip jau buvo minéta teorijoje, kartais atsumy funkcijas sunku vertinti, kadangi jos gali duoti
skirtingus rezultatus. Masy atveju, F ir K atstumy funkcijos duoda vienoda rezultatg, t.y. sutampa
su Puasono teorinémis funkcijy reik§mémis, o funkcija G Siek tiek nukrypsta. Dél tikslesniy iSvady
apskaiciuosime kai kurias atstumy funkcijy transformacijas.

Apskaiciuosime vieng i§ K funkcijos transformacijy, t.y. porin¢ koreliacing funkcija
K1
g(r) =52

> g<-envelope(p,pcf,nsim=59,rank=1)
> plot(g, main="Porine koreliacine funkcija')

Ity col key label meaning
obs 1 1 obs g[obs](r) observed value of g(r) for data pattern
theo 2 2 theo g[theo](r) theoretical value of g(r) for CSR

hi 1 8 hi g[hi](r) upper pointwise envelope of g(r) from simulations
lo 1 8 lo g[lo](r) lower pointwise envelope of g(r) from simulations
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Poriné koreliaciné funkcija

N - gobs(r)
T gtheo(r)
9n(r)
| 9,(r)
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21 pav. Poriné koreliaciné funkcija g(r)
Sios funkcijos interpretacija yra tokia pati kaip ir K funkcijos. Matome, jog teoriné Puasono
g(r) funkcija yra lygi 1,0 jvertinta masy ETP g(r) funkcija taip pat krenta apie 1, varijuodama labai
ne stipriai. Jeigu g(r) funkcijos reik§mé buty >1, sakytume, jog duomenims budingi klasteriai, jeigu
g(r) bity <I, sakytume, jog duomenims biudingas reguliarumas. Siuo atveju, sakome, jog
duomenims budingas atsitiktinumas.
Apskai¢iuosime funkcijy F ir G kombinacine funkcija J.

> J<-envelope(p,Jest,nsim=59,rank=1)
> plot(J,main=""J funkcija™)

Ity col key label meaning
obs 1 1 obs J[obs](r) observed value of J(r) for data pattern
theo 2 2 theo J[theo](r) theoretical value of J(r) for CSR

hi 1 8 hi J[hi](r) upper pointwise envelope of J(r) from simulations
lo 1 8 lo J[lo](r) lower pointwise envelope of J(r) from simulations
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J funkcija
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22 pav. Kombinaciné funkcija J

IS J funkcijos grafiko matome, jog funkcijos grafikas Siek tiek iSeina iS pasikliautinio
intervalo riby ir ties atstumu ~0.04 labiausiai skiriasi nuo Puasono teorinés J funkcijos reikSmés.
Kadangi matéme, jog G funkcija ties ~0.04 taip pat skiriasi nuo Puasono teorinés funkcijos, tai
galime teigti, jog butent Sis G funkcijos nuokrypis ir jtakoja J funkcijos reikSmes.

Visas atstumy funkcijas galima pavaizduoti kartu komandos plot(allstats(p)) pagalba.
(Grafikas pateiktas priede nr. 1, 23 pav. Atstumy funkcijos F, G, J, K).

Iverting ETP intensyvumg bei apskaifiave atstumy funcijas, matome, jog klasterizacijos ir
stipraus reguliarumo atvejy nebuvo istirta, o tai reiSkia, jog duomenys yra pasiskirste atsitiktinai.
Taip pat intensyvumas visoje ETP srityje yra gana vienodas, todél darome iSvadg, jog turime
vienarii$j ETP intensyvuma.

Kitas zingsnis analizuojant ETP yra nulinés hipotezés patikrinimas. Visy pirma, pilng erdvinj
atsitiktinuma patikrinsime > testo pagalba.

> QTest<-quadrat.test(p,nx=3,ny=3)
> QTest

Chi-squared test of CSR using quadrat counts
data: p
X-squared = 6.6058, df = 8, p-value = 0.5797
Quadrats: 9 tiles (levels of a pixel image)

> plot(p)
> plot(QTest,add=T,cex=2)
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24 pav. y* testas
Siame paveiksle narveliuose esantis kairiajame kampe skaiGius — nustatytas tasky skai¢ius,
deSiniajame kampe — spétas tasky skaicius, apatiné reik§mé — Pirsono likutiné reik§me, apskai¢iuota

pagal formule:

Pirsono liekana=(nustatyta reik§me-spéta reiksmeé) / \/ speta _ reikSme

Kaip matome Chi-kvadrato testas neatmeta nulinés hipotezés, kadangi Chi kvadrato reikSmé
6.6058 yra daugiau uz reikSme i$ lentelés su 8 laisvés laipsniais, t.y. 6.6058 > 2.73, 0 p-value yra
0.5797 > 0.05 (reikSmingumo lygmenj pasirenkame a = 0.05), todél galime teigti, kad taskai yra
pasiskirst¢ nepriklausomai ir atsitiktinai pagal Puasono modelj, kitaip tariant jiems yra budingas
pilnas erdvinis atsitiktinumas.

Nuling hipotezg patikrinsime atlikdami Kolmogorov-Smirnov testa. Pasirenkame tasky
iSsibarstymo funkcija T(X,y)=X.

> KS<-kstest(p,function(x,y) {x})
> plot(KS)
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Spatial Kolmogorov-Smirnov test of CSR
based on distribution of covariate “function(x,y) { x}’
p-value= 0.7901
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function(x, y) { X}

25 pav. Kolmogorov-Smirnov testas

> pval<-KS$p.value
> pval
[1] 0.7900867

IS grafiko matome, kad iSmatuota ir tikétina iSsibarstymo funkcijos reik§més galima sakyti
sutampa, o testo pateikta p-value yra lygi 0.7901. Tai tik patvirtina mtsy nulinés hipotezés
priémima. Pilng erdvinj atsitiktinumg iStirsime apibendrinto Monte Carlo testo pagalba.

> KE<- envelope(p, Kest, nsim = 59,rank=1, global=TRUE)
> plot(KE)

Ity col key label meaning
obs 1 1 obs K[obs](r) observed value of K(r) for data pattern
theo 2 2theo K[theo](r)  theoretical value of K(r) for CSR
hi 1 8 hi K[hi](r) upper critical boundary for K(r)
lo 1 8 lo K[lo](r) lower critical boundary for K(r)
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Monte Carlo testas
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26 pav. Monte Carlo testas
Matome, jog K funkijos jveréiai neperzengia kritiniy riby ir sutampa su teorine K funkcijos
reikSme, todél galime patvirtinti, jog ETD yra budingas pilnas erdvinis atsitiktinumas, Kitaip sakant
priimame nuling hipotezg, jog procesas yra atsitiktinai ir nepriklausomai pasiskirstes pagal Puasono
model;.
Kitas zingsnis ETP analizéje yra geriausios tankio funkcijos duomenims parinkimas.
Parenkame keturias trendo funkcijas:
e ~1, nebiidingas trendas,
e ~Xx+y, pirmojo laipsnio trendas,
o~ X+y+I(x"2)+I(y"2)+I(x*y), antrojo laipsnio trendas,
e -~X, trendas pagal X koordinate.
ApraSome Sias funkcijas ir palyginsime jas naudoami Akaikés informacijos kriterijy.

>fitl<-ppm(p, ~1)

>fitl

Stationary Poisson process

Uniform intensity: 121.739130434783

Estimate S.E. Ztest Cl95.10 CI95.hi
log(lambda)  4.80188 0.03779645 4727801  4.87596
>fit2<-ppm(p, ~x+y)

>fit2

Nonstationary Poisson process
Trend formula: ~x +y

Fitted coefficients for trend formula:

(Intercept) X y
4.90100692 0.06123793 -0.08741010
Estimate S.E. Ztest Cl95.1o Cl195.hi
(Intercept) 4.90100692 0.20052921 450797689 5.29403696
X 0.06123793 0.05561531 -0.04776607 0.17024194
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y -0.08741010 0.05563312 -0.19644900 0.02162881

>fit3<-ppm(p, ~polynom(x,y,2))
>fit3

Nonstationary Poisson process
Trend formula: ~polynom(x, y, 2)
Fitted coefficients for trend formula:

(Intercept) polynom(x, y, 2)[x]  polynom(x, y, 2)[y]

4.055664440 0.356092936 0.282453887
polynom(x, y, 2)[x"2] polynom(x, y, 2)[x.y] polynom(x, y, 2)[y"2]

0.020160602 -0.141503564 -0.009069363

Estimate S.E. Ztest Cl95.1o CI195.hi

(Intercept) 4.055664440 1.04226849 2.0128557 6.0984731
polynom(x, y, 2)[x] 0.356092936 0.48335340 -0.5912623 1.3034482
polynom(x, y, 2)[y] 0.282453887 0.54326725 -0.7823303  1.3472381
polynom(x, y, 2)[x"*2] 0.020160602 0.08887303 -0.1540273  0.1943485
polynom(x, y, 2)[x.y] -0.141503564 0.09049787 -0.3188761  0.0358690
polynom(x, y, 2)[y"2] -0.009069363 0.08948644 -0.1844596  0.1663208
>fitx<-ppm(p,~x)
>fitx

Nonstationary Poisson process
Trend formula: ~x
Fitted coefficients for trend formula:

(Intercept) X
4.66169536 0.06120652
Estimate S.E. Ztest Cl95.1o CI195.hi
(Intercept) 4.66169536 0.13174900 4.40347206 4.919919
X 0.06120652 0.05560689 -0.04778098 0.170194

Funkcijy Akaikeés kriterijai:
> AIC(fitd,fit2,fit3,fitx)

df  AIC
fitl 1-5320.633
fit2 3 -5309.720
fit3 6 -5306.256
fitx 2 -5309.249

Matome, jog maziausias Akaikés informacijos kriterijus yra funkcijos fitl, tai yra kuomet
trendas duomenims néra buidingas.

Pasinaudoje¢ paklaidy analize patikrinsime, ar tikrai $§i funkcija geriausiai apraso tankj.
Naudosime tris tinkamiausias tankio funkcijas pagal Akaikés informacijos kriterijy, t.y. fitl, fit2 ir
fitx. Komanda plot(predict) prognozuoja tasky iSsidéstymg (spalviné gama), 0 komanda
plot(p,add=T) ant spalvy uzdeda tikrus proceso taskus. Taip galime palyginti prognozuotus ir tikrus

duomenis.
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predict(fit1)

27 pav. Tankio funkcijos fitl prognozé
predict(fit2)

28 pav. Tankio funkcijos fit2 prognozé
predict(fitx)

29 pav. Tankio funkcijos fitx prognozé
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I8 grafiky matome, jog prognozuojamas (spalviné gama) tasky iSsidéstymas nesant trendui yra

visoje srityje vienodas kaip ir buvo nurodyta. Prognozé pirmojo laipsnio trendo atveju néra tiksli,

nes proceso srities virsutinio kairiojo krasto prognozé neatspindi tikryjy tasky issibarstymo. Taip

pat netiksliai prognozuojama su trendo funkcija pagal x koordinate atveju. VirSutinis deSinysis

srities krastas prognozuojamas itin netiksliai.
Analizuosime keturiy tipy grafiskai vaizduojamas paklaidas.

> diagnose.ppm(fitl,main="Keturiy tipy paklaidos funkcijos fitl1")
Model diagnostics (raw residuals)
Diagnostics available:

four-panel plot

mark plot

smoothed residual field

x cumulative residuals

y cumulative residuals

sum of all residuals
sum of raw residuals in entire window = -0.4978
range of smoothed field = [ -24.24,28.22 ]

Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit1

cumul%iveiblm Tf ra\qlzr@siduals

15 y cgoﬁdina’l}es

cumulgtive spym of fgw regjduals

X co%rdinatg

30 pav. Keturiy tipy paklaidos funkcijos fitl

> diagnose.ppm(fit2,main="Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit2")
Model diagnostics (raw residuals)
Diagnostics available:

four-panel plot

mark plot

smoothed residual field

X cumulative residuals

y cumulative residuals

sum of all residuals
sum of raw residuals in entire window = 1
range of smoothed field = [ -16.15,23.76 ]
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Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit2

cumu%jve1 Bumd)f ray residuals

15 y cgoﬁdina?es

cumul%ve sgg1 0%raw1gesiduals

X co%rdinatg

31 pav. Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit2

> diagnose.ppm(fitx, main="Keturiy tipy paklaidos funkcijos fitx'")
Model diagnostics (raw residuals)
Diagnostics available:

four-panel plot

mark plot

smoothed residual field

x cumulative residuals

y cumulative residuals

sum of all residuals
sum of raw residuals in entire window = 1
range of smoothed field = [ -27.02,25.22 ]

Keturiy tipy paklaidos funkcijos fitx

cumul‘?gvezcbjm ‘6 ra%siduals

I I

15 y cgoﬁdina?es

cumul%ve sum o%raw1u§siduals

X co%rdinatg

32 pav. Keturiy tipy paklaidos funkcijos fitx
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IS programos pateikty grafiky matome, jog funkcija fitl yra labiausiai tinkama taSkiniam
procesui, nes suglodinty paklaidy suma yra maziausia, t.y. -0.4978. Palyginus funkcijy fit2 bei fitx
liekany sumas, jos abi yra lygios 1, taip kaip ir Siy funkcijy Akaikés kriterijai skiriasi labai
nezymiai. Vis délto, ar¢iausiai nulio liekany suma yra funkcijos fitl, todél priimame, kad duomeny
tankis visoje srityje yra vienodas, kitaip sakant, geriausiai tankj apraSanti funkcija yra fitl.

Pagal nustatyta geriausiai tankj aprasan¢ig funkcijg, medziy serganiy Sakny puvimo liga
erdviniam taskiniam procesui priglodinsime tam tikra ETP modelj. Programa automatiskai parinks
geriausiai tinkantj duomenims modelj, nurodzius jvertintg tankio funkcija.

> fitmodel<-ppm(p,~1)
> summary(fitmodel)
Point process model
Fitting method: maximum pseudolikelihood (Berman-Turner approximation)
Model was fitted analytically
Call:
ppm(Q = p, trend =~1)
Edge correction: “border”
[border correction distance r = 0]

Quadrature scheme = data + dummy + weights
Data pattern:
Planar point pattern: 700 points
Average intensity 122 points per square unit
Window: polygonal boundary
single connected closed polygon with 8 vertices
enclosing rectangle: [1, 3.5]x[1.5, 4]units
Window area = 5.75 square units
Dummy quadrature points:
(64 x 64 grid, plus 4 corner points)
Planar point pattern: 3784 points
Average intensity 658 points per square unit
Window: polygonal boundary
single connected closed polygon with 8 vertices
enclosing rectangle: [1, 3.5]x[1.5, 4]units
Window area = 5.75 square units
Quadrature weights:
(counting weights based on 64 x 64 array of rectangular tiles)
All weights:

range: [0, 0.00153] total: 5.75
Weights on data points:

range: [0, 0.000763] total: 0.503
Weights on dummy points:

range: [0.000381, 0.00153] total: 5.25

FITTED MODEL.:
Stationary Poisson process
---- Intensity: ----
Uniform intensity:
[1] 121.7391
Estimate  S.E. Ztest C195.1o C195.hi

log(lambda) 4.80188 0.03779645  4.727801 4.87596
----------- gory details -----
Fitted regular parameters (theta):
log(lambda)

4.80188
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Fitted exp(theta):
log(lambda)
121.7391

Kaip matome, nurodzius tankio funkcijg fitl, duomenims buvo priglodintas stacionarus
Puasono procesas, tod¢l galime patvirtinti visas prie§ tai padarytas iSvadas apie intensyvumo
vienarti§iSkumg bei tasky atsitiktinumg. Modelio tinkamumas procesui vertinamas naudojant tuos
pacius vertinimo metodus bei testus, kurie jau buvo pademonstruoti, kaip ir vertinant tankio
funkcijag (Monte Carlo testas, paklaidy analizé ir t.t.). Kadangi taskinio vaizdo duomenis generavo
programa, o R programa dazniausiai, nenurodant tam tikro Sabloninio proceso generavimui, sukuria
atstitiktinius duomenis, kurie yra budingi Puasono tipo procesams, $io modelio tinkamumo
neanalizuosime, o laikysime, kad homogeninis Puasono procesas geriausiai apraso serganciy

medziy duomenis. Tai patvirtina ir i§vados, atliktos analizés metu.

IV.3. Zyméto taskinio proceso analizé

Analizuojamo erdvinio taskinio proceso duomenims pridésime zymes. Parenkame kategorines
zymes, t.y. kokybines, tris medziy rasis: berzas, gzuolas, klevas. Kadangi priskiriant jau sukurtam
taSkiniam procesui zymes reikia zinoti tiksly tasky skaiciy, atlieckame trumpg apzvalga.

> summary(p)

Planar point pattern: 700 points

Average intensity 122 points per square unit
Window: polygonal boundary

single connected closed polygon with 8 vertices
enclosing rectangle: [1, 3.5]x[1.5, 4]units
Window area = 5.75 square units

Zinodami, jog turime 700 tasky, jiems priskiriame Zymes.
>zyml<-sample(c("Berzas","4zuolas","Klevas"), 700,replace=TRUE)
Zymes turime apsiraSyti kaip faktoriy.

> zyml<-factor(zyml)

> zyml<-factor(zyml)

> marks(p)<-zym1l

=P

marked planar point pattern: 700 points
multitype, with levels = Azuolas BerZas Klevas
window: polygonal boundary

enclosing rectangle: [1, 3.5] x [1.5, 4] units

Matome, jog taSkams buvo priskirtos zymés. Patikriname ar tikrai taskinis procesas
suprantamas kaip multi-tipo.

> is.multitype(p)
[1] TRUE

Norédami pamatyti taSkams priskirtas Zymiy kategorijas, duomenis apsiraSome kaip masyva.

> as.data.frame(p)

X y marks
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1 3.303922 2.755815 Azuolas
2 2.785509 2.975879 Klevas
3 2.765666 1.766998 Berzas
4 3.027418 2.246466 Berias

697 1.400789 2.054682 Azuolas
698 1.544486 3.953658 Klevas
699 2.959988 1.864459 Klevas
700 2.575295 2.072849 Berias

Atliekame multi-tipo taskinio proceso apzvalga.

> summary(p)
Marked planar point pattern: 700 points
Average intensity 122 points per square unit

Multitype:

frequency proportion intensity
Azuolas 242 0.346 421
BerZas 204 0.291 35.5
Klevas 254  0.363 44.2

Window: polygonal boundary

single connected closed polygon with 8 vertices
enclosing rectangle: [1, 3.5]x[1.5, 4]units
Window area = 5.75 square units

Matome, jog 242 taskams buvo priskirta zymé ,,Azuolas®, 204 taSkams zymé ,,Berzas* ir 254

> plot(p)
Azuolas Berzas Klevas
1 2 3

taskams Zymeé ,,Klevas®. Grafiskai atvaizduojame Zymeta taskinj procesa.

Zymeétas taskinis procesas p
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33 pav. Zymétas taskinis procesas p

Matome, jog kiekviena Zymés kategorija atvaizduojama skirtingu simboliu. Atskiriame

> plot(split(p))

zymes, kad geriau pamatytume kiekvienos Zymeés pasiskirstyma.
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Proceso p zymiy pasiskirstymas

34 pav. Zymiy pasiskirstymas
Atskiry zymiy intensyvumo pasiskirstyma atvaizduojame grafiskai.

> plot(density(split(p)), ribbon = FALSE, main="7Zymiy intensyvumo pasiskirstymas")

Zymiy intensyvumo pasiskirstymas

AZuolas Berzas Klevas

'

i

\.

35 pav. Zymiy intensyvumo pasiskirstymas

o

Apzvelgsime artimiausiy kaimyny, esanciy per 0.1 atstumg, Zymes. Pateiksime pirmyjy
penkiolikos tasky kaimynus.

> M <- marktable(p, R =0.1)
> M[1:15, ]

mark
point Azuolas Berzas Klevas

POONOUAWNR
Lo ONRORWAO
CWOORrRLRNNWO
PoP®Oo L phppens
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11 0 1 0
12 2 1 2
13 2 1 2
14 2 1 0
15 5 2 2

Matome, jog artimiausi kaimynai turi visy trijy tipy zymes, ,,Berzo“ tipo kaimyny yra
maziausiai. Apskaiciuosime apibendrinancig atstumy kryzming funkcija Gj; kelioms medziy
poroms.

> plot(Gcross(p, "Berzas","Azuolas"))

meaning
km Kaplan-Meier estimate of G["Berzas", "AZuolas"] (r)
rs border corrected estimate of G["Berzas", "4zuolas"] (r)
han Hanisch estimate of G["Berzas", "4zuolas"] (r)
theo theoretical Poisson G["Berzas", "Azuolas"](r)

Kryzminé funkcija G Zymiy porai Berzas ir AZzuolas
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36 pav. Kryzmin¢ Gj; funkcija Zymiy porai ,,Berzas* ir ,,Azuolas*

> plot(Gceross(p, "Klevas", "4zuolas"), main="Kryzminé funkcija G zZymiy porai Klevas ir Azuolas")
meaning

km Kaplan-Meier estimate of G["Klevas", "AZuolas"] (v)

rs border corrected estimate of G["Klevas", "Azuolas"] (r)

han Hanisch estimate of G/"Klevas", "4zuolas"](r)

theo theoretical Poisson G["Klevas", "Azuolas"] (r)
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Kryzminé funkcija G Zymiy porai Klevas ir AZzuolas
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37 pav. Kryzmin¢ Gj; funkcija Zymiy porai ,,Klevas* ir ,,Azuolas*

Atvaizduosime kryZzmines Gj; ir J;; funkcijas visoms zymiy poroms, naudodami komanda
plot(alltypes(p,““G*)) ir plot(alltypes(p,““J*)). Funkcijy grafikai pateikti atitinkamai priede nr. 2, 38
pav. Kryzminé G;j; funkcija visoms zZymiy poroms ir priede nr. 3, 39 pav. Kryzminé J;j funkcija
visoms zZymiy poroms.

IS Jj ir Gj funkcijy grafiky, galime daryti iSvada, jog galima jzilréti tam tikra Zymiy
priklausomuma mazu atstumu tarp tasky. Taciau, kuomet atstumas didesnis uz 0.02, Ji funkcijos
grafikai rodo visiska Zzymiy nepriklausomybe. Jei Jj=1, tuomet sakome, jog zymés yra
priklausomos viena nuo Kitos.

Grafiskai pavaizduosime G;.(r) pasiskirstymo funkcijg nuo fiksuotos zymés tasky iki kito
artimiausio bet kokio tipo tasko. Grafikas pateiktas priede nr. 4, 40 pav. Kryzminé G;.(r) funkcija
nuo fiksuotos zymés iki kito bet kokio tasko.

Matome, jog pasiskirstymo funkcijos yra panasios. I$ visy kryzminiy atstumy funkcijy grafiky
galime daryti i§vada, jog medziy pavadinimai buvo taSkams priskirti nepriklausomai ir atsitiktinai.

Duomenims priglodinsime modelj, nurodydami, jog trendo funkcija yra zymés.

> ppm(p,~marks)
Stationary multitype Poisson process
Possible marks:
Azuolas Berzas Klevas
Trend formula: ~marks
Intensities:
beta_Azuolas beta Berzas beta_ Klevas
39.79778 41.36189 40.31915
Estimate  S.E. Ztest CI95.1o0 CI95.hi
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(Intercept) 3.68381121 0.06608186 3.5542931 3.8133293
marksBerzas 0.03854867 0.09256615  -0.1428777 0.2199750
marksKlevas 0.01301537 0.09315126 ~ -0.1695577 0.1955885

Matome, jog duomenims buvo priglodintas multi-tipo stacionarus Puasono procesas.
IV.4. Klasterinio ETP analizé

Anksciau atliktos analizés duomenis, R programa sukiiré atsitiktinai, nenurodant programai
jokio proceso, kuris tuos duomenis sugeneruoty. Dazniausiai nenurodant jokio proceso, R programa
sukuria duomenis, kurie atitinka homogeninj Puasono procesg. Klasterinius duomenis taip pat
galima sugeneruoti R programos pagalba, tafiau jau nurodysime, jog duomenys biity sugeneruoti
pagal NeymanScott klasterinj procesg. Tai reiskia, jog analizés pabaigoje glodinti duomenims tam
tikro proceso modelio nebereikés, nes Sie duomenys jau bus sukurti pagal NeymanScott procesa.

Isivaizduokime, jog sukurtas taSkinis vaizdas atvaizduos Sakny puvimo liga sergancius
medzius, tik kito misko teritorijoje, pvz. Vézaiiy gyvenvietéje esandiame miske. Sj karta
apibréSime ilgio vienetus — kilometrus. Taigi, turésime ETP X, kurio stebiniai bus sergantys
medZiai, o sritis — Vézaitiy misko plotas, lygus 15 km?.

> nclust <- function(x0, y0, radius, n) {return(runifdisc(n, radius, centre=c(x0, y0))) }
> X<-(rNeymanScott(5, 0.1, nclust, radius=0.2,n=5,win=0win(c(0,3),c(0,5))))
>unitname(X)<-c("kilmetres","kilometres')

> any(duplicated(X))

[1] FALSE

> plot(X, main="Erdvinis taskinis procesas X")

Erdvinis taskinis procesas X
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41 pav. Erdvinis taskinis procesas X
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> summary(X)

Planar point pattern: 343 points

Average intensity 22.9 points per square kilmetres
Window: rectangle = [0, 3]x[0, 5]kilometres
Window area = 15 square kilometres

Unit of length: 1 kilmetres

Suktréme klasterinj procesa X (ETP X duomeny lentele patalpinta el. laikmenoje,

pavadinimu ,,duomenys_X“, txt formatu). IS grafinio ETP X vaizdo matome, jog taSky klasteriai

aiskiai pastebimi, o vidutinis tasky intensyvumas yra 22.9 taskai kvadratiniame Kilometre. Langa

parinkome staciakampio formos, kurio x asis lygi 3 km, o y aSis lygi 5 km. Intensyvumg istirsime

kvadraty skai¢iavimo technika.

> Q<- quadratcount(X,nx=3, ny=>5)

>Q
X

y [01](1.2] (23]

4,5] 27
(3,4] 22
2,3] 16
(1,2] 34
[01] 23

> plot(Q)

> plot(X,cex=0.5,pch="+"
> plot(Q,add=T,cex=1.5)

9 21
37 34
22 19
27 19
25 8

> den<-density(X)
> plot(den,main="Kernel'io intensyvumo jvertinys")

> plot(X,add=T,cex=0.5)
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42 pav. Tasky skaiCius kvadratuose
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Kernel'io intensyvumo jvertinys

40

20

10

43 pav. Kernel‘io intensyvumo jvertinys
I$ kvadraty skai¢iavimo matome, jog tasky skaiCius kvadratuose skiriasi gana stipriai.
Maziausias tasky skaiCius kvadrate yra 8, didziausias 37. Kernel’io intensyvumo jvertinys,
pavaizduotas grafiSkai, puikiai parodo misy tiriamos srities vietas, kur tasky yra labai mazai, o kur
susidare tasky klasteriai. Panagrinésime atstumus tarp tasky. Visy pirma pavaizduosime tuscius
erdvinius atstumus.

> plot(distmap(X),main="Tusciy erdviy atstumai")
> plot(cells,add=T)
> plot(X,add=T)
Tuscéiy erdviy atstumai

04

44 pav. Tuséiy erdviy atstumai

Pavaizduosime atstumus tarp visy tasky pory.
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> plot(pairdist(X),main="Poriniai atstumai')
Poriniai atstumai

pairdist(X)[,2]

pairdist(X)[,1]

45 pav. Poriniai atstumai

Pavaizduosime artimiausio kaimyno atstumus.
> plot(X%mark%(nndist(X)/2),markscale=1,main="Stienen'o diagrama")

Stienen'o diagrama
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46 pav. Artimiausio kaimyno atstumai
Apskaiciuosime ir pavaizduosime grafiskai visas atstumy funkcijas. Grafikas pateiktas priede
nr. 5, 47 pav. ETP X atstumy funkcijos.
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IS pateikty atstumy funkcijy grafiky matome, jog visos funkcijos skiriasi nuo teoriniy Puasono
funkcijy. Tus¢iy erdviy atstumy funkcija F ir visos F funkcijos korekcijos eina Zemiau Puasono
teorinés F funkcijos, o tai reiSkia kad duomenims biidingi klasteriai. Artmiausio kaimyno atstumo
funkcija G eina vir§ Puasono teorinés G funkcijos, o tai taip pat parodo, jog duomenims budingi
klasteriai. Poriniy atstumy funkcija K taip pat eina vir§ Puasono teorinés funkcijos. Funkcijos J
grafikas, kuris Puasono proceso atveju eity apie 1, staigiai leidziasi zemyn, didéjant atstumui tarp
taSky. Tai parodo duomenims biidingg klasterizacija.

Patikrinsime, ar misy tiriamas sergan¢iy medziy ETP tenkina nuling hipoteze.

> M<-quadrat.test(X,nx=3,ny=5)
>M
Chi-squared test of CSR using quadrat counts
data: X
X-squared = 42.9329, df = 14, p-value = 8.781e-05
Quadrats: 3 by 5 grid of tiles
> plot(X,cex=1)
> plot(M,add=T,cex=1.1)
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48 pav. y’testas

Programos apskaiciuota Chi kvadrato reikSme 42.9329 gerokai virsija reik§me, kurig randame
Chi kvadrato testo reikSmiy lentel¢je 23.68, kur laisvés laipsniy turime 14, o reikSmingumo lygmenj
pasirenkame a = 0.05. p reikS§mé taip pat yra mazesné uz 0.05, todél galime daryti iSvada, jog Chi
kvadrato testas atmeta nuling hipoteze. Atliksime Monte Carlo testa.

> KE<- envelope(X, Kest, nsim = 59,rank=1, global=TRUE)
> plot(KE, main="Monte Carlo testas")
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Monte Carlo testas
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49 pav. Monte Carlo testas ETP X

Matome, jog K funkcija kerta kritines ribas ir nesutampa su teorine Puasono K funkcijos

reikSme. Todé¢l galime patvirtinti, jog ETP X atmeta nuling hipotezg, o tai reiSkia, jog taskai néra

nepriklausomai ir vienodai pasiskirste.

Parinksime geriausiai ETP X tankj aprasancig funkcija. Parenkame keturias tankio funkcijas,

1§ kuriy iSrinksime geriausiai tinkancig.
e -V, trendas pagal y koordinate;
e ~X, trendas pagal x koordinatg;

e ~Xx+y, pirmojo laipsnio trendas;

o~ X+y+I(x"2)+I(y"2)+I(x*y), antrojo laipsnio trendas.

> fitl<-ppm(X, ~y)

> fitl

Nonstationary Poisson process

Trend formula: ~y

Fitted coefficients for trend formula:

(Intercept) y

2.98208210 0.05765747
Estimate  S.E. Ztest

(Intercept) 2.98208210 0.11209904

y 0.05765747 0.03749818

> fit2<-ppm(X, ~x)

> fit2

Nonstationary Poisson process
Trend formula: ~x

Fitted coefficients for trend formula:

Cl95.10 CI95.hi
2.76237202 3.2017922
-0.01583762 0.1311526
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(Intercept) X
3.23139372 -0.06899264
Estimate  S.E. Ztest CI95.1o0 CI95.hi
(Intercept) 3.23139372 0.1053134 3.0249833 3.43780412
X -0.06899264 0.0624250 -0.1913434 0.05335812

> fit3<-ppm(X,~x+y)
> fit3
Nonstationary Poisson process
Trend formula: ~x +y
Fitted coefficients for trend formula:
(Intercept) X y
3.08379671 -0.06899879 0.05766056
Estimate  S.E. Ztest CIl95.o0 CI195.hi
(Intercept) 3.08379671 0.14401537 2.80153177 3.36606165

X -0.06899879 0.06242472  -0.19134898 0.05335141
y 0.05766056 0.03749839  -0.01583493 0.13115605
> fitd<-ppm(X, ~polynom(x,y,2))
> fit4

Nonstationary Poisson process
Trend formula: ~polynom(x, y, 2)
Fitted coefficients for trend formula:

(Intercept) polynom(x,y, 2)[x] polynom(x,y, 2)[y]

3.27460476 -0.55881152 0.19676854
polynom(x, y, 2)[x"2] polynom(x, y, 2)[x.y] polynom(x, y, 2)[y"2]

0.10749528 0.06538521 -0.04579857

Estimate  S.E. Ztest CI95.1o0 CI95.hi

(Intercept) 3.27460476 0.26654944 2.75217745 3.79703207
polynom(x, y, 2)[x] -0.55881152 0.26102500 *-1.07041112 -0.04721192
polynom(x, y, 2)[y] 0.19676854 0.16574794  -0.12809146 0.52162854
polynom(x, y, 2)[x"2] 0.10749528 0.07910228  -0.04754234 0.26253291
polynom(x, y, 2)[x.y] 0.06538521 0.04385010  -0.02055941 0.15132983
polynom(x, y, 2)[y"2] -0.04579857 0.02998083  -0.10455992 0.01296279

Apskaiciuosime Akaikés informacijos kriterijy, kad suzinotume, kuri funkcija geriausiai
apraso tankj.

> AIC(fitl,fit2 fit3,fit4)
df  AIC

fitl 2 -1459.330

fit2 2 -1458.183

fit3 3 -1458.553

fit4 6 -1458.979

Matome, kad visos reik§éms panasios, taciau maziausia reikSme yra funkcijos, kurios trendas
yra y koordinaté. GrafiSkai pavaizduosime visy funkcijy keturiy tipy paklaidas.

> diagnose.ppm(fitl,main="Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit1')
Model diagnostics (raw residuals)

<.>

sum of raw residuals in entire window = -5.312e-06

range of smoothed field =[ -11.5,10.37 ]
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Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit1
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50 pav. Keturiy tipy paklaidos tankio funkcijos fitl

> diagnose.ppm(fit2, main="Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit2')
Model diagnostics (raw residuals)

<.>

sum of raw residuals in entire window = -3.161e-06

range of smoothed field = [ -8.417,13.16 ]

Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit2
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51 pav. Keturiy tipy paklaidos tankio funkcijos fit2
> diagnose.ppm(fit3,main="Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit3")

Model diagnostics (raw residuals)
<..>
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sum of raw residuals in entire window = -5.77e-06
range of smoothed field = [ -11.15,12.05 ]

Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit3

cumulativgéum ?I ra_\%esiduals
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52 pav. Keturiy tipy paklaidos tankio funkcijos fit3
> diagnose.ppm(fit4, main="Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit4')

Model diagnostics (raw residuals)

<..>

sum of raw residuals in entire window = -3.818e-12
range of smoothed field = [ -8.647,8.542 ]

Keturiy tipy paklaidos funkcijos fit4

cumulativsosura of_ %w residuals

0 Qco%rdl:?‘naté 5

9 colnrd%atg

cumulggve U of ra%residuals

53 pav. Keturiy tipy paklaidos tankio funkcijos fit4
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IS programos pateikty suglodinty paklaidy sumy matome, jog maziausia suma yra tankio
funkcijos fit4, t.y. antrojo laipsnio trendo atvejis. Akaikés informacijos kriterijus nurodé geriausiai
tinkancig tankio funkcijg fitl, taciau skirtumai tarp kriterijy buvo labai mazi, o tuo tarpu suglodinty
paklaidy sumos skyrési gana Zenkliai. Todél, minimalaus kontrasto metodu jvertinsime K funkcija
naudodami Sias abi tankio funkcijas fit4 ir fitl.

Kadangi turime klasterinj ETP, K funkcijg vertinsime naudodami Thomas metoda, Kkuris
skirtas jvertinti butent klasteriniy duomeny funkcijg K.

> mkm1 <- kppm(X, ~polynom(x,y,2), "Thomas")
> mkm1l

Inhomogeneous cluster point process model

Fitted to point pattern dataset ‘X’

Fitted using the inhomogeneous K-function

Trend formula: ~polynom(x, y, 2)

Fitted coefficients for trend formula:

(Intercept) polynom(x,y, 2)[x] polynom(x, Yy, 2)[Y]

3.27460476 -0.55881152 0.19676854
polynom(x, y, 2)[x*2] polynom(x, y, 2)[x.y] polynom(x, y, 2)[y"2]
0.10749528 0.06538521 -0.04579857

Cluster model: Thomas process
Fitted cluster parameters:

kappa  sigma2
7.774191339 0.007730034
Mean cluster size: [pixel image]
> plot(mkm1)

mkm1
inhomogeneous K-function
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54 pav. K funkcija jvertinta maziausiy kvadraty metodu su tankio funkcija fit4
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> mkm2 <- kppm(X, ~y, "Thomas")
> mkm2
Inhomogeneous cluster point process model
Fitted to point pattern dataset ‘X’
Fitted using the inhomogeneous K-function
Trend formula: ~y
Fitted coefficients for trend formula:
(Intercept) y
2.98208210 0.05765747
Cluster model: Thomas process
Fitted cluster parameters:
kappa  sigma2
7.580630520 0.008252812
Mean cluster size: [pixel image]

> plot(mkm2)
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55 pav. K funkcija jvertinta maziausiy kvadraty metodu su tankio funkcija fit4

I§ grafiky matome, jog abi jvertintos K funkcijos ir visos jy korekcijos eina virS Puasono
teorinés nehomogeninés K funkcijos, kg matéme ir ankstesnéje analizéje. Tankio funkcijos fit4
atveju, viena i$ K funkcijos korekeijy grei¢iau priartéja prie teorinés K funkcijos. Galima sakyti, jog
abi tankio funkcijos panaSiai apraso ETP X tankj, taciau tankio funkcija fit4 yra arCiau teorinés
Puasono K funkcijos, todél sakome, kad fit4 yra geriau tinkama tankio funkcija.

ETP X taSkams sukursime kiekybines Zymes ir atliksime Zvalgomaja analize. Pridésime
taSkams papildomos informacijos — medziy auks¢ius. Intervalg imame nuo 15 iki 30 metry.

> zym2<-sample(c(15:30),343,replace=TRUE)
71



> marks(X)<-zym2

> plot(X, main="7Zymeétas taskinis procesas X")

15 20

25 30

0.0825889 0.1101185 0.1376482 0.1651778

>as.data.frame(X)

X y marks
1 0.27893219 1.98509354
2 0.12230053 2.00094389
3 0.24142518 1.76668992
4 (0.08885868 2.03846178
5 0.31013783 1.92430896

340 2.56120315 2.59218192

341 0.41126941 0.13419276

342 0.47660366 0.15584982

343 0.42832871 0.12251374
> summary(x)

29
29
21
16
18

29
21
20
27

Zymeétas taskinis procesas X

56 pav. Zymétas ETP X

Marked planar point pattern: 343 points
Average intensity 22.9 points per square kilmetres
marks are numeric, of type ‘integer’

Summary:
Min. 1st Qu. Median

Mean 3rd Qu. Max.
15.00 18.00 22.00 22.21 26.00 30.00

Window: rectangle = [0, 3]x[0, 5]kilometres

Window area = 15 square kilometres

Unit of length: 1 kilmetres

Matome, jog programa atpazjsta zymes kaip sveikuosius skaicius, t.y. ,integer tipo. Aukscio

vidurkis yra 22.21 metro. Kad geriau pamatytuméme zymiy pasiskirstyma, braizome histograma.

>hist(marks(X), main="“Zymiy histograma" xlab="7Zymés",ylab="Daznis")
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Zymiy histograma

50

40

Daznis
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|
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Zymes

57 pav. Zyméto ETP X Zymiy pasiskirstymas
Matant histogramg galima sakyti, jog daugiausiai buvo sukurta 16-20 metry auks¢io zymiy,
taip pat zymiy. Atvaizduosime erdvinj zymiy trenda, kitaip sakant tankio funkcija erdvéje.

>plot(smooth.ppp(X),main="ETP X Zymiy tankis")
>plot(X,add=T)
ETP X Zymiy tankis

22

21

20

58 pav. ETP X erdvinis zymiy trendas
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Zymes suskirstysime j tris intervalus pagal medziy aukstj. MedZiai, kuriy aukstis bus iki 20
metry bus priskirti ,,Zemieji“ grupei, kuriy aukstis nuo 20 iki 25 metry — ,,Vidutiniai“ grupei ir like,

patys auksSCiausi bus priskirti ] grupe ,,Aukstieji“. Tokiu biidu tasky kiekybinés zymeés virs

kokybinémis.
> peut<- cut(X, breaks = c(14, 20, 25, 30), labels = c("Zemieji","Vidutiniai"," Aukstieji"))
> pcut
marked planar point pattern: 343 points
multitype, with levels = Zemieji Vidutiniai  Aukstieji

window: rectangle =[O0, 3] x [0, 5] units
> plot(pcut)
Zemieji Vidutiniai Aukstieji
1 2 3

pcut

g
L
e ¥

59 pav. Multi-tipo taskinis procesas X

Vektoriuje nurodytas pirmasis intervalo skaiCius 14 buvo pasirinktas specialiai, kadangi
nurodzius intervalo pradzig 15 j intervalg nepaklitiva $is skaifius ir programa automatiSkai duoda
praneS$img, kad kai kurie taskai jgijo reikSme¢ NA. Kaip matéme anksciau, dar nesuskirs¢ius aukscio
1 grupes, programa taskin] procesg X vertino kaip zZyméta taSkin] procesa, kurio zymés buvo
sveikieji skaiCiai. Dabar turime Zymes kaip faktorius, todél modelis apraSomas kaip multi-tipo ir
analizei taikomos technikos, kurios tinka multi-tipo procesams (analogiSskai kaip su zymémis-
medziy pavadinimais).

> is.multitype(pcut)
[1] TRUE
> summary(pcut)
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Marked planar point pattern: 343 points
Average intensity 22.9 points per square kilmetres
Multitype:
frequency proportion intensity
Zemieji 142 0414 947
Vidutiniai 94 0274 6.27
Aukstiegji 107 0312 7.13
Window: rectangle = [0, 3]x[0, 5]kilometres

I3 pateikty statistiky matome, jog daugiausiai buvo sukurta zymiy ,,Zemieji“, o maZiausiai
LVidutiniai“ tipo. Apzvelgsime artimiausiy tasky kaimynus.

> M <- marktable(pcut, R = 0.2)
> M[1:15, ]
mark

point Zemieji Vidutiniai Aukstieji

1 5 0 1
2 1 0 1
3 2 0 0
4 0 0 2
5 2 2 1
6 4 1 2
7 2 1 2
8 2 2 4
9 3 0 2
10 4 1 2
11 5 2 2
12 6 0 1
13 4 3 1
14 6 1 0
15 4 1 1

Matome, jog maziausiai artimiausiy kaimyny pirmiesiems penkiolikai tasky yra i§ grupés
»Vidutiniai“, o daugiausiai grupés ,,Zemieji“. Apskai¢iuosime kryzmines atstumy funkcijas.

> plot(Gceross(peut,"Zemieji”," Aukstieji"))

Gceross(pcut, "Zemieji", "Aukstieji")
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60 pav. Kryzminé Gceross funkcija porai ,Zemieji“-, Aukstieji*
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> plot(Kcross(pcut,"Vidutiniai"," Aukstieji™))

Kcross(pcut, "Vidutiniai", "Aukstieji*)
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61 pav. Kryzminé Kcross funkcija porai ,,Vidutiniai“-,,Aukstieji*

> plot(Jcross(peut,"Zemieji","Vidutiniai"))

Jeross(pcut, "Zemieji", "Vidutiniai")
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62 pav. Kryzminé Jcross funkcija porai ,,Zemieji“-,, Vidutiniai*
I8 funkcijy grafiky galime daryti iSvada, kad aukstis taskams taip pat priskirtas
nepriklausomai, kaip ir medZiy pavadinimai.
Apskai¢iuosime Zymiy koreliacija.
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> egfun<-function(m1,m2){ml==m2}

>Mc<-markcorr(pcut,eqfun,correction="isotropic", method="density" ,kernel="gaussian™)
>plot(Mc)

Ity col key label
iso 1 1 iso hat(k[f]{ iso})(r)
theo 2 2theo{ K[f]{ iid }}r)

meaning

iso  Ripley isotropic correction estimate of k[f](r)
theo theoretical value (independent marks) for k[f](r)

Zymiy koreliaciné funkcija

€
‘_A —
—
A
— 4fe0
ke (1)
w0 iid
g4 [ mo,
ens
) o
= o e T
~ -
wn
» -
o
o
o
o

0.0 0.2 0.4 0.6

r (kilometres)

63 pav. Zymiy koreliaciné funkcija
Grafikg galime pakomentuoti taip: stipriausias rySys tarp zymiy yra atstumu ~0.5, ten, kur

funkcija jgyja didZiausig reikSme, tuo tarpu kai funkcija yra lygi 1 sakome, jog rySio visai néra.
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ISVADOS

o Atliekant uzsienio literatiiros apzvalgg buvo pastebéta, jog naujesni literatiiros Saltiniai
erdvinius taskinius procesus apraso ne tik teoriskai, bet $alia parodo ir praktinj jy realizavimg tam
tikry statistiniy programy pagalba. Daugelis mokslininky pastebi, jog ETP teorija néra dar
iSgryninta, ypatingai ETP modeliavimas, todél daugelis analizavimo techniky yra praktinio
pobiidzio.

e RaSant §j darba, atvirojo kodo programa R buvo kuriama be galo daug atstitiktiniy erdviniy
taskiniy vaizdy. Pastebéta, jog programa visus kartus sukiiré erdvinj taskinj vaizda, kuris buvo
realizacija homogeninio Puasono proceso. Galime sakyti, jog R programa ,pagal nutyléjimg”
sukuria Puasono process, jeigu néra nurodomas kitas ETP modelis.

e Savo darbuose mokslininkai vis labiau akcentuoja klasterinius ETP, kurie yra vis dazniau
sutinkami realybéje, o tuo tarpu klasikinis Puasono proceso modelis naudojamas kaip teorinis
pagrindas, sulyginimo objektas, atlickant jvairius statistinius testus.

e FErdviniy taskiniy procesy analizéje, pagrindinis tyrimo objektas yra nulinés hipotezes
priémimas arba atmetimas. Sis Zingsnis plad¢iausiai analizuojamas, nes hipotezei patvirtinti reikia
i8tirti ETP intensyvuma bei pilng erdvinj atsitiktinumg.

e PraktiSkai analizuojant ETP buvo pastebéta, jog taSky klasteriai gali biiti pastebéti jau
pavaizdavus erdvinj taskinj vaizda grafiSkai, taCiau vien grafinio taskinio vaizdo vertinimo
nepakanka. Tam turi bati naudojamos jvairios technikos (testai, atstumy tarp tasky nustatymai ir
kt.).

e ETP modeliavimo etape svarbu parinkti tankio funkcijg tokia, kuri geriausiai apraSyty ETP
tankj. Dazniausiai yra parenkamos kelios funkcijos ir i§ jy iSrenkama geriausiai tinkanti. Jei viena
kazkuri funkcija neiSsiskiria kaip geriausiai tinkanti atlickant funkcijy vertinima, patariama modelio
glodinimg atlikti su geriausiai tinkan¢iomis keliomis tankio funkcijomis ir 1§ priglodinty modeliy
iSrinkti geriausiai tinkantj.

e Darbe buvo analizuojami Zyméti taskiniai procesai su kokybinémis ir kiekybinémis Zymémis.
UZsienio literatiiroje labiausiai analizuojami ir daugiausiai praktiniy pavyzdzZiy pateikiama multi-
tipo ETP, kuriy zymés yra kokybinés. Analizuojant Zymétus ETP svarbu iStirti Zymiy pasiskirstyma

ir priklausomybe, nes tai gali biiti priezastis tam tikro tasky iSsidéstymo.
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PRIEDAI

Visos atstumy funkcijos
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Priedas nr. 5

Visos atstumy funkcijos
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