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Įvadas

Tikimybių teorijos ir matematiṅes statistikos ribinių teoremų didžiųjų nuokrypių problematiko-

je didel̇e darbų dalis tenka nepriklausomų ir priklausomų atsitiktinių dydžių sumųSn = X1 +

X2 + . . . + Xn skirstinių asimptotinei analizei.̌Cia itin svarbią vietą užimaeksponentinių mo-

mentųegzistavimo sąlyga: egzistuoja dydžiaia > 0 ir γ ≥ 0, tokie, kadE exp
{

a|Xj |
1

1+γ

}
< ∞,

j = 1, 2, . . . , n. Tuo atveju, kaiγ = 0, tai sakoma, kad atsitiktinis dydisXj tenkinaKramerio

sąlygą.Atsitiktinio dydžioXj charakteristiṅe funkcijafXj (t) = E exp {itXj} yra analiziṅe taško

t = 0 aplinkoje. Kai atsitiktiniai dydžiaiXj , j = 1, 2, . . . , n tenkina miṅetą sąlygą suγ > 0, tai

sakoma, kad jie tenkinaLiniko sąlygą. Šiuo atveju, egzistuoja atsitiktinio dydžioXj visų eilių mo-

mentai, bet jų augimas neužtikrina charakteristinės funkcijosfXj (t) analiziškumo nulinio taško

aplinkoje.

Nemažindami bendrumo, tarsime, kad atsitiktinio dydžioSn vidurkis ESn = 0, o dispersija

B2
n = DSn. Didžiųjų nuokrypių teoremose nagrinėjamas santykio

Dn(x) :=
P(Sn ≥ Bnx)

(1− Φ(x)) exp {λn(x)} (1)

asimptotinis elgesys (artėjimas į 1), konvergavimo greitis ir asimptotinis skleidinys, kai x =

Λ(n) → ∞, n → ∞. Čia λn(x) yra Kramerio - Petrovo konverguojanti eilutė, kaiγ = 0, su

koeficientais, išreiškiamais per atsitiktinio dydžioZn = Sn/Bn kumulantus ir polinomas, kai
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γ > 0. Atsitiktinio dydžioX, k − tosios eilės kumuliantasΓk(X) apibṙežiamas lygybe

Γk(X) =
1
ik

dk

dtk
ln fX(t)

∣∣∣∣∣
t=0

, k = 1, 2, . . . . (2)

Φ(x) − standartinis normalusis skirstinysN(0, 1).

SantykioDn(x), apibṙežto lygybe (1), analiżeje svarbią vietą užima H.Cramer (1938) dar-

bas. Kai sumosSn =
∑n

j=1 Xj dėmenys yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai

dydžiai, optimaliausią rezultatą gavo V. Petrovas (1972). Šie rezultatai ir plati jų literat ūros apž-

valga pateikti V. Petrovo monografijoje [44]. Didžiųjų nuokrypių santykioDn(x) asimptotiṅe

analiże yra daug suḋetingesṅe, kai sumosSn atskiri ḋemenysXj , j = 1, 2, . . . , n yra nepriklau-

somi, vienodai pasiskirstę ir tenkina Liniko sąlygąE exp
{

a|Xj |
} 1

1+γ
< ∞, γ > 0. Santykio

Dn(x) asimptotika (arṫejimas į vienetą) ir konvergavimo greitis laipsninėse Liniko zonose pilnai

ištirtas I.A.Ibragimov, Yu.V.Linnik monografijoje (1965) ir S.V.Nagajev apžvalginiame straips-

nyje (1979). Šiuose ir kituose darbuose didžiųjų nuokrypių teoremos gautos ganėtinai suḋetingu

analiziniu balno taško metodupaprastainepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių

sumoms. Tai yra paprašciausias atvejis, leidžiantis suprasti didžiųjų nuokrypių tikimybių bendrą

vaizdą.

Sekantis žingsnis ribinių teoremų didžiųjų nuokrypių problematikoje buvo žengtas L. Saulio

(1969, 1973) darbuose, kuriuose gauti santykioDn(x) asimptotiniai skleidiniai, kai nepriklau-

somų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių sumosSn atskiri ḋemenys tenkina auksčiau

apibṙežtasKramerioarbaLiniko sąlygas. Šiems klausimams yra skirti L. Saulio, E. Misevičiaus

(1973), L. Saulio ir A. Nako (1973) ir kt. darbai.

Įvairių statistikų didžiųjų nuokrypių tikimyḃems nagriṅeti V. Statulevǐcius (1966) pasi ūlė ku-

muliantų (semiinvariantų) metodą, reikalaudamas, kad bet koks atsitiktinis dydisX su vidurkiu
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EX = 0 ir dispersijaDX = 1 tenkintų sąlygą: egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir ∆ > 0 tokie, kad

|Γk(X)| ≤ (k!)1+γ

∆k−2
, k = 3, 4, . . . , (Sγ)

kur Γk(X) - atsitiktinio dydžioX, k − tosios eilės kumuliantas, apibrėžtas (2) lygybe. Paste-

bėsime, kad šiame darbe įrodyta lema tuo atveju, kaiγ = 0, t.y. atsitiktinio dydžioX mo-

mentus generuojančioji funkcija ϕX(z) = E exp {zX} yra analiziṅe |z| < ∆ srityje. 1978

m. V.Statulevǐcius su savo mokiniais R.Rudzkiu ir L.Sauliu įrodė bendrąją didžiųjų nuokrypių

lemą, t.y. kai atsitiktinis dydisX tenkina sąlygą(Sγ) (V.Statulevǐcius, R.Rudzkis, L.Saulis

(1978)). Ši sąlyga, reikalaujanti kumuliantų reguliaraus mažėjimo, lengvai patikrinama, todėl

labai patogi įvairių statistikų didžiųjų nuokrypių asimptotinei analizei. Dažnai vietoje tikslių

didžiųjų nuokrypių lygybių pasitenkinama mažiau tikslesnėmiseksponentinės nelygybės, kurias

įrodė R.Bentkus ir R.Rudzkis (1980), reikalaudami, kad bet koks atsitiktinis dydisX tenkintų

sąlygą(Sγ). Bendroji didžiųjų nuokrypių lema ir eksponetinės nelygyḃes ir apibṙežia kumu-

liantų metodo esmę. Šių lemų pritaikymas įvairių statistikų didžiųjų nuokrypių teoremoms įrodyti

pateiktas L.Saulio ir V.Statulevičiaus monografijoje (1989). Joje demonstruojama, jog norint gauti

nagriṅejamai statistikai didžiųjų nuokrypių teoremas arba eksponentines nelygybes, b ūtina gau-

tišios statistikos kumuliantų įverčius.

Kumuliantų metodas atvėṙe plǎcias galimybes Kramerio ir laipsninėse Liniko zonose gauti

didžiųjų nuokrypių teoremas nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių sumoms,

priklausomų atsitiktinių dydžių sumoms, politiesinėms formoms, kartotiniams stochastiniams in-

tegralams, sekų spektrinio tankio įverčiams, U− statistikoms ir t.t.

A.Žemaitis (1974) gavo atsitiktinio dydžioX tikimybės P(X ≥ x) asimptotinį skleidinį

didžiųjų nuokrypių Kramerio zonoje, kai šis dydis tenkina sąlygą(Sγ) suγ = 0. Remiantis šiuo

rezultatu buvo gautas asimptotinis skleidinys nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių
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dydžių sumos skirstiniui, atskiru atveju apibendrinantis L.Saulio rezultatą (1969). L.Saulis (1997)

įrodėbendrąją asimptotinio skleidinio Kramerio ir laipsninėse Liniko zonose lemą, kai atsitiktinis

dydisX tenkina sąlygą(Sγ) kai γ ≥ 0, pateikdamas liekamojo nario strukt ūrą. Remdamasis šia

lema, L.Saulis (2000) gavo nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių sumos

pasiskirstymo funkcijos asimptotinius skleidinius Kramerio ir laipsninėse Liniko zonose.

Darbo aktualumas ir mokslinis naujumas

Šis darbas skirtasatsitiktinių dydžių serijų schemoje normuotos sumos pasiskirstymo ir jo

tankio funkcijų asimptotiniams skleidiniams gauti didžiųjų nuokrypių Kramerio ir laipsninėse

Liniko zonose, kai sumosSn =
∑n

j=1 ξ
(n)
j atskiri ḋemenysξ(n)

j , j = 1, 2, . . . , n, su vidurkiu

Eξ
(n)
j = 0 ir dispersijomisσ(n)

j

2
= Eξ

(n)
j

2
> 0, tenkina apibendrintąS.N.Bernšteinosąlygą:

egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir K
(n)
j tokie, kad

∣∣∣E
(
ξ
(n)
j

)k∣∣∣ ≤ (k!)1+γ(K(n)
j )k−2σ

(n)
j

2
, k = 3, 4, . . . . (Bγ)

Tai gana suḋetingas uždavinys, kuris tikimybių teorijos ir matematinės statistikos ribinių teo-

remų didžiųjų nuokrypių problematikoje sprendžiamas pirmą kartą. Jo naujumas ir originalumas

tas, kad asimptotiniams skleidiniams su optimaliais liekamųjų narių įverčiais didžiųjų nuokrypių

zonose gauti, bekumuliantų metodo, reikia naudoti ir klasikinįcharakteristinių funkcijų metodą.

Be to, sprendžiant darbe iškeltus uždavinius, skirtingai nuo gerai žinomų rezultatų iš tikimybių

teorijos ir matematiṅes statistikos ribinių teoremų problematikosreikia vertinti konstantas. Tai

dažnai techniškai gana sudėtingas uždavinys.

Darbe gautus rezultatus galima panaudotitikimybių teorijoje, matematinėje statistikoje, ekono-

metrijoje ir t.t. Tai demonstruojama paskutiniame darbo skyriuje, kuriame įrodytos didžiųjų

nuokrypių teoremos atsitiktinių dydžių sumavime su svoriais ir diskontavimo ribinės teoremos.
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Disertacijos pagrindiniai rezultatai yra 4− 5 ir 8− 9 teoremos, kurių teiginiai gaunami dviem

etapais. Jei sąlyga(Bγ) tenkinama, parodome, kad atsitiktinio dydžioZn = B−1
n Sn, B2

n =

∑n
j=1 σ2

j , k − tosios eilės kumuliantasΓk(Zn) tenkina nelygybę

|Γk(Zn)| ≤ (k!)1+γ∆2−k
n , k = 3, 4, . . . ,

kur

∆n = K−1
n Bn, Kn := 2 max

1≤j≤n

(
K

(n)
j ∨ σ

(n)
j

)
.

Čiaa ∨ b = max {a, b}.

Antrajame etape, remiantis klasikiniu charakteristinių funkcijų metodu ir žinomais V. Statule-

vičiaus charakteristinių funkcijų įverčiais, gauti at.d.Zn skirstinio ir jo tankio funkcijų asimpto-

tinių skleidinių didžiųjų nuokrypių Kramerio ir laipsninėse Liniko zonose liekamųjų narių įverčiai.

Darbo tikslai

Disertacijos tikslas, remiantis didžiųjų nuokrypių lemomis (L.Saulis (1997), (1989)), gauti

at.d. Zn tikimybėsP(Zn ≥ x) ir atsitiktinių dydžių serijų schemoje normuotos sumosZn skirs-

tinio tankio funkcijos asimptotinius skleidinius didžiųjų nuokrypių Kramerio ir laipsninėse Liniko

zonose ir liekamųjų narių įverčius, atitinkamai

Rn,γ =
∫ Tn

Tn,γ

|f∗n,γ |
dt

t
, ir R∗

n,γ =
∫ ∞

Tn,γ

|f∗n,γ |dt.

Čia

Tn,γ := (3/8)(1− x/∆n,γ)∆n,γ , Tn > Tn,γ ,

∆n,γ := cγ∆1/(1+2γ)
n , cγ = (1/6)(

√
2/6)1/(1+2γ),
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ir

f∗n,γ(t) =





s∑

k=0

(
3
2

)k xk

k!
f

(k)
Zn

(t), γ > 0,

fZn(h)(t), γ = 0,

fZn(h)(t) yra at.dydžio, kuris yra sujungtinis at. dydžiuiZn, charakteristiṅe funkcija, apibṙežta

formule (3.17), p.34. IntegralųRn,γ ir R∗
n,γ vertinimui naudojami V. Statulevičiaus (1965) bet

kokio atsitiktinio dydžioξ charakteristiṅes funkcijosfξ := E exp{itξ} įverčiai. Atkreipsime

dėmesį, kad mums reikia gauti ne tik at.d.Zn charakteristiṅes funkcijosfZn(t), bet ir jos išvestinių

f
(k)
Zn

(t), k = 1, 2, . . . , įverčius.

Disertacijos sandara ir apimtis

Disertaciją sudaro įvadas ir penki skyriai. Pirmajame skyriuje "Tyrimų apžvalga" aptariama,

kas buvo padaryta šia tema kitų autorių Lietuvoje ir užsienyje ir disertacijos autoriaus atlikti dar-

bai. Antrajame skyriuje "Bendrosios lemos" suformuluotos didžiųjų nuokrypių bendrosios lemos

bet kokiam atsitiktiniam dydžiuiξ, pirmoji − pasiskirstymo funkcijos asimptotiniam skleidiniui,

antroji − skirstinio tankio funkcijos asimptotiniam skleidiniui didžiųjų nuokrypių Kramerio ir

laipsniṅese Liniko zonose. Taip pat suformuluota bendroji eksponentinių nelygybių lema bet

kokiam atsitiktiniam dydžiuiξ.

Trečiajame skyriuje "Atsitiktinių dydžių serijų schemoje sumos pasiskirstymo funkcijos asimp-

totiniai skleidiniai didžiųjų nuokrypių Kramerio ir laipsninėse Liniko zonose" įrodytos teore-

mos nevienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių sumos serijų schemoje pasiskirstymo funkcijai

Kramerio ir laipsniṅese Liniko zonose.

Ketvirtajame skyriuje "Atsitiktinių dydžių serijų schemoje sumos skirstinio tankio funkcijos

asimptotiniai skleidiniai didžiųjų nuokrypių zonose" gautas at.d.Zn skirtinio tankio funkcijos
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asimptotinis skleidinys, bei jo liekamųjų narių įverčiai, Kramerio ir laipsniṅese Liniko zonose.

Penktajame skyriuje "Bendrųjų teoremų taikymai" įrodytos teoremos, kurios pritaikytos konk-

retiems atvejams: kai atsitiktiniai dydžiai sumuojami su svoriais ir diskontavimo ribinės teoremos.
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1 Skyrius

Tyrimų apžvalga

Ribinių teoremų problematika, atsižvelgiant į didžiuosius nuokrypius, užima vieną iš pagrin-

dinių vietų tikimybių teorijoje ir matematiṅeje statistikoje. Žinomų mokslininkų A.J.Chinčino

[12], H.V.Smirnovo [64], H.Kramerio [14], V.Felerio [18], J.V.Liniko [25], [26], V.V.Petrovo

[39], [43], A.A.Borovkovo [7], A.A.Mogulskio [27], [28], V.M.Zolotariovo [70], J.V.Prochorovo

[48], S.V.Nagajevo [31], [33], A.V.Nagajevo [29], [30], V.A.Statulevičiaus [53], [54], [65], [66],

L.Saulio [57], [60], R.Rudzkio [53], [54], [55], A.Bikelio ir A.Žemaičio [4], [5] ir kt. darbais buvo

sukurta didžiųjų nuokrypių teorija atsitiktinių dydžių sumoms.

Atsitiktinių vektorių sumos ir atsitiktinių dydžių sumos funkcionalams didžiųjų nuok- rypių

teorijai tirti yra skirti A.A.Borovkovo, A.A.Mogulskio [6], [9], [10], B.A.Rogozino [8], A.V. Osi-

povo [36], [38], A.I.Sachanenko [56] ir kitų autorių darbai, kuriuose dominuoja charakteristinių

funkcijų metodas.

Nagriṅejant priklausomų atsitiktinių dydžių sumavimą, minėto metodo tiesioginis taikymas

yra gana suḋetingas. Pasirodo, kad atsitiktinių dydžių sumos charakteristinės funkcijos logarit-

minės išvestiṅes lengvai reiškiamos per atskirų dėmenų individualias savybes ir jų priklausomumo
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charakteristikas.

Nagriṅesime nepriklausomų atsitiktinių dydžių (at.d.)X1, X2, . . . , Xn, . . . seką, turiňcią tą

patį skirstinį su baigtine dispersijaσ2 ir matematiniu vidurkiu, kurį be jokių apribojimų galime

laikyti lygiu nuliui. Pažyṁekime:

Sn =
n∑

j=1

Xj , B2
n = DSn = nσ2, Zn =

Sn

Bn
, (1.1)

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

y2

2 dy, ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , (1.2)

Fn(x) = P(Zn < x). (1.3)

Žinoma, kadFn(x) → Φ(x), n → ∞ tolygiai atžvilgiux, toḋel srityjex = O(1) gauname,

kad

1− Fn(x)
1− Φ(x)

→ 1,
Fn(−x)
Φ(−x)

→ 1. (1.4)

Iškyla poreikis nagriṅeti šių santykių elgesį, tuo atveju, kaix neapṙežtai auga į begalybę kartu

sun augimu. Reikia rasti sąlygas, kai pareinamybės (1.4) galioja srityje0 ≤ x ≤ Λ(n), kur Λ(n)

- nemaž̇ejanti funkcija yra tokia, kadΛ(n) →∞, n →∞.

Jei srityje0 ≤ x ≤ Λ(n) yra teisingos pareinamybės (1.4), tai šią sritį vadinsimekonvergavi-

mo į normalųjį dėsnį zona.

Tokiu atveju mus domina normaliojo skirstinio uodegos ir nepriklausomų atsitiktinių dydžių

sumos skirstinio uodegos santykinė paklaida.

TikimybėsP{Sn > xnσ
√

n} ir P{Sn < (−xn)σ
√

n}, kur xn →∞, kai n →∞ vadinamos

atsitiktinių dydžių sumos didžiųjų nuokrypių tikimybėmis.

Sprendžiant nepriklausomų atsitiktinių dydžių sumavimo didžiųjų nuokrypių uždavinius, nag-

rinėjamas tikimyḃesP{Zn ≥ x} arbaP{Zn ≤ −x}, kaix = xn →∞, kain →∞, asimptotinis

elgesys, konvergavimo greitis ir asimptotiniai skleidiniai.
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Tokio tipo uždaviniai aptinkami įvairiose mokslo ir technikos srityse, pavyzdžiui, matemati-

nėje statistikoje [11], [15], [50], informacijos teorijoje [16], [68], statistinėje fizikoje [69] ir t.t.

Didžiųjų nuokrypių, t.y. mažų tikimybių analizės rezultatai yra pagrindinė matematiṅe priemoṅe

patikimumo problemoms spręsti, kuriant technines sistemas, kuriose klaidos tikimybė turi b ūti

maža.

Ši tikimybių teorijos sritis praḋeta nagriṅeti palyginti neseniai. Daugelis nepriklausomų at-

sitiktinių dydžių sumos didžiųjų nuokrypių rezultatų buvo gauta per paskutiniuosius 70 metų.

Pirmuoju rezultatu galima laikyti A.J.Chinčino darbą [12] 1929 metais. Po to, A.J.Chinčinas

įrodė lokalinę ir integralinę teoremas atsitiktiniams dydžiams, pasiskirsčiusiems pagal Bernulio

dėsnį. Po keleto metų N.V.Smirnovas parašė vieną iš savo darbų [64], skirtą didžiųjų nuokrypių

nagriṅejimui, kai atsitiktiniai dydžiai pasiskirstę pagal Bernulio dėsnį. Šie darbai skirti didžiųjų

nuokrypių tikimyḃes nagriṅejimui, kai atsitiktiniai dydžiai yraspecial ūs.

1938 m. H.Krameris [13] iš esṁes išnagriṅejo didžiųjų nuokrypių tikimybes, kai sumuo-

jami nepriklausomi, vienodai pasiskirstę at.d., ir suformulavo sąlygą, užtikrinančią, momentus

generuojaňcios funkcijos analiziškumą.

Kramerio sąlyga:

tegul nepriklausomiems atsitiktiniams dydžiamsXj , j = 1, 2, . . . , n, turintiems bendrą pa-

siskirstymo funkcijąF (x), yra teisinga sąlyga: egzistuoja teigiamas dydis H, toks, kad

EehXj < ∞, |h| < H. (C)

Iš šios sąlygos išplaukia atsitiktinio dydžioXj bet kurios eil̇es momentų egzistavimas, kurių augi-

mas užtikrina momentus generuojančios funkcijosϕX(z) = E exp {zX} analiziškumą taško

z = 0 aplinkoje. Taigi, ankš̌ciau miṅeti darbai yra tik atskiri H.Kramerio darbo atvejai. 1943

m. V.Feleris [17] gavo analogišką rezultatą H.Kramerio rezultatui, kai nagrinėjami atsitiktiniai
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dydžiaiXj yra apṙežti.

V.V.Petrovas [39], [40], [43] tęṡe Kramerio darbus. Suformuluosime V.V.Petrovo teoremas

nepriklausomiems vienodai pasiskirsčiusiems at.d.(1 TEOREMA) ir nevienodai pasiskirsčiusiems

at.d. (2 TEOREMA).

T E O R E M A 1. Jei at.d. Xj , j = 1, 2, . . . , n tenkina Kramerio sąlyga (A), tai at.d.Zn,

apibrėžto lygybe(1.1), pasiskirstymo funkcijaiFn(x) intervale

x ≥ 0, x = o(
√

n), n →∞

galioja lygybės

1− Fn(x)
1− Φ(x)

= exp

{
x3

√
n

λ
( x√

n

)}[
1 + O

(x + 1√
n

)]
,

Fn(−x)
Φ(−x)

= exp
{
− x3

√
n

λ
(
− x√

n

)}[
1 + O

(x + 1√
n

)]
, (1.5)

Čia λ(t) =
∑∞

k=0 akt
k - konverguojanti laipsninė eilutė (Kramerio eilutė) su koeficientaisak,

kurie priklauso nuo atsitiktinio dydžioXj kumulantų.

V.V.Petrovas [39], [44] suformulavo ir įrodė teoremą nevienodai pasiskirsčiusiems at. dy-

džiams, tenkinantiems Kramerio sąlygą. Tegul{Xj ; j = 1, 2, . . .} - nepriklausomų, nevienodai

pasiskiršciusių atsitiktinių dydžių seka, su vidurkiais lygiais nuliui. Tarkime, kad egzistuoja skritu-

lys su centru taškez = 0, kurio viduje kumuliantus generuojanti funkcijaLj(z) = log EezXj

(j = 1, 2, . . .) yra analiziṅe šio taško aplinkoje. Šio skritulio viduje funkcijaLj(z) sutampa su

laipsnine eilute:

Lj(z) =
∞∑

k=1

γkj

k!
zk.

Čia γkj - at. d. Xj , k − tosios eilės kumuliantas. Turime, kadγ1j = EXj = 0, γ2j = EX2
j .
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Tarkime,

Sn =
n∑

j=1

Xj , B2
n =

n∑

j=1

σ2
j ,

Zn = Sn/Bn, Fn(x) = P(Zn < x). (1.6)

T E O R E M A 2. Tegul egzistuoja teigiamos konstantosH, c1, c2, . . ., tokios, kad

|Lj(z)| ≤ cj skritulyje |z| < H j = 1, 2, . . . , (1.7)

lim sup
1
n

n∑

k=1

c
3/2
k < ∞, lim inf

B2
n

n
> 0. (1.8)

Jeix ≥ 0, x = o(
√

n), n →∞, tai

1− Fn(x)
1− Φ(x)

= exp

{
x3

√
n

λ
( x√

n

)}[
1 + O

(x + 1√
n

)]
,

Fn(−x)
Φ(−x)

= exp

{
− x3

√
n

λ
(
− x√

n

)}[
1 + O

(x + 1√
n

)]
. (1.9)

Čia

λn(t) =
∞∑

k=0

akntk (1.10)

- laipsninė eilutė (Kramerio eilutė) su koeficientaisakn, kurie išreiškiami per atsitiktinio dydžio

Xj kumuliantus ikik + 3 eilės imtinai. JeiΓkn = 1
n

∑n
j=1 γkj , tai

a0n =
Γ3n

6Γ3/2
2n

, a1n =
Γ4nΓ2n − 3Γ2

3n

24Γ3
2n

,

a2n =
Γ5nΓ2

2n − 10Γ4nΓ3nΓ2n + 15Γ3
3n

120Γ9/2
2n

.

Tuo atveju, kai dydžiaiX1, X2, . . . yra vienodai pasiskirstę, 2 teoremos sąlyga sutampa su

momentus generuojančios funkcijosϕ(z) = E exp{zX} apṙežtumo sąlyga skritulyje|z| < H.

Šiuo atskiru atvejuλn(t) eilutė sutampa suλ(t) eilute, kurios koeficientai nepriklauso nuon.

Tokiu b ūdu, iš 2 teoremos išplaukia 1 teorema.
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Kitas svarbus didžiųjų nuokrypių teorijos etapas yra J.V.Liniko tyrinėjimai. Jis savo darbuose

[20], [24], [25], [26] įveḋe susilpnintą Kramerio sąlygos variantą.

Liniko sąlyga:

tegul egzistuojaν, 1
2 < ν < 1, kad

E exp
{

a|X1|2−
1
ν

}
< ∞, (L)

t.y. momentus generuojanti funkcija nėra analiziṅe, ir ištyṙe didžiųjų nuokrypių tikimybes zonose

[0, ψ(n)], kur ψ(n) - laisvoji monotoṅe funkcija, tenkinanti sąlygąlimn→∞ ψ(n) →∞.

Zonos[0, ψ(n)] vadinamosintegralinėmis, kai n →∞.

J.V.Linikas gavo funkcijos1−Fn(x) = P{Zn ≥ x}, didžiųjų nuokrypių teoremą, kai dydžiai

Xj , j = 1, 2, . . . yra vienodai pasiskirstę ir tenkina sąlygą(L). Tegulρ(n) - funkcija, tenkinanti

sąlygą

lim
n→∞ ρ(n) = +∞, (1.11)

ir q - sveikasis neneigiamas skaičius, apibṙežiamas nelygybe

(q + 1)/(q + 2) < ν ≤ (q + 2)/(q + 3). (1.12)

Pažyṁekime Kramerio− Petrovo eiluṫesλ(t) [44] atkarpąλ[m](t), sudarytą iš pirmųjų(m + 1)

narių

λ[m](t) =
m∑

k=0

λkt
k. (1.13)
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T E O R E M A 3. Tegul atsitiktinių dydžių sekaXj , j = 1, 2, . . . tenkina sąlygą(L) ir sąlygą

lim|t|→∞ sup |fX1(t)| < 1, intervale1 ≤ x ≤ nν−1/2/ρ(n), 1/2 < ν < 1 yra teisingos lygybės

1− Fn(x)
1− Φ(x)

= exp
{

x3

√
n

λ[q]
( x√

n

)}[
1 + O

( x√
n

)]
,

Fn(−x)
Φ(−x)

= exp

{
− x3

√
n

λ[q]
(
− x√

n

)}[
1 + O

(x + 1√
n

)]
. (1.14)

S.V.Nagajevas darbuose [32], [34], [35] apibendrino didžiųjų nuokrypių teoremas Liniko zonose.

L.Saulis [57], [58] gavo asimptotinius skleidinius Kramerio ir Liniko zonose nepriklausomų vieno-

dai pasiskiršciusių atsitiktinių dydžių sumoms.

Naujas žingsnis nagrinėjant didžiųjų nuokrypių teoremas, tęsiant H.Kramerio, V.Liniko ir

V.Petrovo darbus buvo 1966 m.V.Statulevičiaus pasi ūlytas kumuliantų metodas.

Žinoma, kad atsitiktinio dydžioX, k−tosios eilės momentas ir kumulantas atitinkamai lyg ūs

αk = EXk :=
1
ik

fX(t)
∣∣∣∣
t=0

, γk :=
1
ik

(
log fX(t)

)(k)∣∣∣
t=0

, (1.15)

k = 1, 2, . . . . Pasinaudoję formule

log(1 + z) =
∞∑

s=1

(−1)s+1 1
s
zs, |z| < 1,

gauname lygybę
∞∑

l=1

1
l!

γl(it)l =
∞∑

s=1

(−1)s+1 1
s

( ∞∑

l=1

1
l!

αl(it)l

)s

,

kuri leidžia kumulantusγk išreikšti per momentusαk

γk =
k∑

n=1

(−1)n−1

n

∑

k1+...+kn=k

k!
k1! . . . kn!

αk1 . . . αkn . (1.16)
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Atskiru atveju:

γ1 = α1; γ2 = α2 − α2
1;

γ3 = α3 − 3α1α2 + 2α3
1;

γ4 = α4 − 4α3α1 − 3α2
2 + 12α2α

2
1 − 6α4

1;

γ5 = α5 − 5α4α1 − 10α3α2 + 20α3α
2
1 − 60α2

2α1 − 24α5
1;

.........................................................................................

Atsitiktinio dyžio X kumulantusγk dar žyṁesimeΓk(X). Momentųβk := E|X|k egzistavimas

garantuoja bet kurios eilės, neviršijaňciosk, kumulantų egzistavimą.

BENDROJI DIDŽIŲJŲ NUOKRYPIŲ LEMA . Tegul bet koks atsitiktinis dydisξ, su vidurkiu

Eξ = 0 ir dispersijaDξ = Eξ2 = 1 tenkinaStatulevičiaus sąlygą:

egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir ∆ > 0 tokie, kad bet kokio atsitiktinio dydžioξ, k − tosios eilės

kumulantas, apibrėžtas lygybe(2) tenkina nelygybę:

|Γk(ξ)| ≤ (k!)1+γ

∆k−2
, k = 3, 4, . . . . (Sγ)

L E M A 1. [R.Rudzkis, L.Saulis, V.Statulevičius(1978)]. Jei atsitiktinis dydisξ suEξ = 0

ir Eξ2 = 1 tenkina sąlygą(Sγ), tai intervale

0 ≤ x < ∆γ , ∆γ = cγ∆
1

1+2γ , cγ =
1
6

(√2
6

) 1
1+2γ

,

galioja lygybės

1− Fξ(x)
1− Φ(x)

= exp{Lγ(x)}
(
1 + θ1f(x)

x + 1
∆γ

)
,

Fξ(−x)
Φ(−x)

= exp{Lγ(−x)}
(
1 + θ2f(x)

x + 1
∆γ

)
. (1.17)
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Čia

f(x) =
60

(
1 + 10∆2

γexp{ − (1− x/∆γ)
√

∆γ}
)

1− x/∆γ
; (1.18)

Lγ(x) =
∑

3≤k≤p

λkx
k + θ3

( x

∆γ

)3
, p =





1/γ + 2, γ > 0,

∞, γ = 0.

(1.19)

Koeficientaiλk, išreiškiami per atsitiktinio dydžioξ kumuliantus, sutampa su Kramerio− Petrovo

eilutės koeficientais[44]. Jie randami iš formulės

λk = −bk−1/k, (1.20)

kur bk apskaičiuojami nuosekliai sprendžiant lygtį

b
(1)
1 = 1, b

(1)
j = 0, j = 2, 3, . . . ,

b
(1)
j =

j∑

r=1

1
r!

Γr+1(ξ)
∑

j1+...+jr=j
ji≥1

r∏

i=1

bji . (1.21)

Atskiru atveju

λ3 = (1/3)Γ3(ξ),

λ4 = (1/24)(Γ4(ξ)− 3Γ2
3(ξ)),

λ5 = (1/120)(Γ5(ξ)− 10Γ3(ξ)Γ4(ξ) + 15Γ2
3(ξ)), . . . .

Koeficientamsλk galioja įvertis

λk ≤ (2/k)(16/∆)k−2((k + 1)!)γ , k = 3, 4, . . . . (1.22)

Pasteḃesime, kad sąlyga(Sγ), suγ = 0 užtikrina atsitiktinio dydžioξ momentus generuo-

jančios funkcijosϕξ(z) := E exp{zξ} analiziškumą taškoz = 0 aplinkoje. Jei sąlyga(Sγ) tenki-

nama suγ > 0, tai tuomet egzistuoja atsitiktinio dydžioξ visų eilių momentai, bet jų augimas
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neužtikrina analiziškumo taškoz = 0 aplinkoje. V.Statulevǐcius miṅetame darbe įroḋe didžiųjų

nuokrypių lemą, kai bet koks atsitiktinis dydisξ tenkina sąlygą(Sγ), su γ = 0. Šiuo atveju

įrodomos didžiųjų nuokrypių teoremos Kramerio zonoje.

Šią lemą supaprastino R.Rudzkis [52]. Vėliau darbą iš tos srities tęsė L.Saulis [59], [61],

[62], N.Amosova [1], L.V.Rozovskis [51] ir kiti mokslininkai. Buvo įrodyta bendroji didžiųjų

nuokrypių lema [53] ir eksponentinės nelygyḃes [3], kurių pagalba gaunamos didžiųjų nuokrypių

teoremos nepriklausomų ir silpnai priklausomų atsitiktinių dydžių sumoms, kartotiniams stochas-

tiniams integralams, politiesinėms formoms, stacionariojo atsitiktinio proceso spektrinio tankio

įverčiams ir kitoms statistikoms.
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2 Skyrius

Bendrosios lemos

Nagriṅesime atsitiktinį dydį (at.d.)ξ = ξ∆, priklausantį nuo parametro∆, su vidurkiuEξ =

0, vienetine dispersijaDξ = 1 ir pasiskirstymo funkcijaFξ(x) = P(ξ < x). Tegulϕξ(z) =

E exp{zξ} ir Γk(ξ) yra momentus generuojanti funkcija ir at.d.ξ, k − tosios eilės kumuliantas,

apibṙežtas lygybe (1.10) ir tenkinantis sąlygą(Sγ): egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir ∆ > 0 tokie, kad

at.d. ξ, k − tosios eilės kumuliantuiΓk(ξ) galioja įvertis:

|Γk(ξ)| ≤ (k!)1+γ

∆k−2
, k = 3, 4, . . . . (Sγ)

Nagriṅejant pasiskirstymo funkcijosFξ(x) ir skirstinio tankio funkcijospξ(x) (jei tankis egzis-

tuoja) asimptotinius skleidinius, svarb ūs yra dydžiai

∆γ := cγ∆1/(1+2γ), cγ = (1/6)(
√

2/6)1/(1+2γ). (2.1)

Tegulθ su indeksu arba be jo reiškia bet kokį skaičių, neb ūtinai visada tą patį,|θi| ≤ 1; [m] -

skaǐciausm sveikoji dalis;a ∨ b = max{a, b}.

Toliau tegul

ψ(x) :=
ϕ(x)

1− Φ(x)
, (2.2)
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kurΦ(x) ir ϕ(x)− standartinis normalusis skirstinys ir jo tankis atitinkamai, apibrėžti formul̇emis

(1.2).

Pažyṁekime:

f∗γ (t) =





s∑

k=0

(
3
2

)k xk

k!
f

(k)
ξ (t), γ > 0,

fξ(h)(t), γ = 0,

(2.3)

kur f
(0)
ξ (t) = fξ(t) = E exp{itξ} - at.dξ charakteristiṅe funkcija (ch.f.),fξ(h)(x) - atsitiktinio

dydžioξ(h), kuris yra sujungtinis atsitiktiniam dydžiuiξ, su tankio funkcija

pξ(h)(x) = ehxpξ(x)
/∫ ∞

−∞
ehxpξ(x)dx, (2.4)

charakteristiṅe funkcija.Čia

s := 2[(1/2)(∆2/18)1/(1+2γ)]− 2 (2.5)

ir h = h(x) yra lygties

x =
∞∑

k=2

1
(k − 1)!

Γk(ξ)hk−1 (2.6)

sprendinys.

L E M A 2. [L.Saulis(1996)]. Jei at.d. ξ su vidurkiuEξ = 0 ir dispersija Dξ = 1 tenkina

sąlygą(Sγ), tada kiekvienam sveikaml, l ≥ 3 ir T ≥ 1
2Tγ , Tγ := 3

8(1− x/∆γ)∆γ intervale

0 ≤ x < ∆γ
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galioja lygybė

1− Fξ(x)
1− Φ(x)

= exp {L∗m(x)}
{

ψ(x)
ψ(u)

(
1 +

l−3∑

ν=1

Lν(u)
)

+ θ18
√

2π(x + 1)

×
[
c(l, γ, x)

∆l−2
+

282∆γ exp { − 1(1− x/∆γ)
√

∆γ}
(1− x/∆γ)

(2.7)

+
6q

T
+

2
π

∫ T

Tγ/2
|f∗γ (t)|dt

t

]}
.

Čia

L∗m(x) =
∑

3≤k<m

λkx
k, m =





(1/γ) + l − 1, γ > 0,

∞ , γ = 0.
(2.8)

Koeficientaiλk išreiškiami per at.d.ξ kumuliantus ir sutampa su Kramerio− Petrovo eilutės

koeficientais[44], kurie randami iš formulės

λk = −1
k
bk−1,

kai koeficientaibk apskaičiuojami nuosekliai sprendžiant lygtis

b
(1)
1 = 1, b

(1)
j = 0, j = 2, 3, . . . ,

b
(1)
j =

j∑

r=1

1
r!

Γr+1(ξ)
∑

j1+...+jr=j
ji≥1

r∏

i=1

bji . (2.9)

Atskiru atveju

b1 = 1, b2 = −1
2
Γ3(ξ),

b3 = −1
6

(
Γ4(ξ)− 3Γ2

3(ξ)
)
,

b4 = − 1
24

(
Γ5(ξ)− 10Γ3(ξ)Γ4(ξ) + 15Γ3

3(ξ)
)
, . . . .

Koeficientamsλk galioja nelygybė

|λk| ≤ (2/k)(16/∆)k−2((k + 1)!)γ k = 3, 4, . . . .
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Funkcijaψ(x) apibrėžta lygybe(2.2). Dydis

u = u(x) = x
(
1 +

l−3∑

k=1

ckx
k + θ2c

∗(l)(x/∆)l−2
)
, (2.10)

kur koeficientųck išraiškos per at.d.ξ kumuliantus apibrėžtos lygybe

ck =
∑

k1+...+kq=k
kj≥2

(−1)q+1 (2q − 3)!!
2q!!

q∏

j=1

dkj+2, (2.11)

dk =
k∑

p=2

1
(p− 2)!

Γp(ξ)
∑

k1+...+kq=k
kj≥1

p∏

j=1

bkj
,

koeficientaibk apibrėžti formule(1.21). Atskiru atveju:

c1 = 0, c2 =
1
24

(2Γ4(ξ)− 3Γ2
3(ξ)),

c3 =
1
24

(Γ5(ξ)− 6Γ3(ξ)Γ4(ξ) + 6Γ3
3(ξ)), . . . ,

ir

c∗(l, γ) = 736l(l − 1)(7/2)l−2(l!)γ . (2.12)

DaugianariaiLν(u) apibrėžti lygybe

Lν(u) :=
∑∗

Mν+2s(u)
ν∏

m=1

1
km!

(
Γ̃m+2(h)
(m + 2)!

)km

, (2.13)

kur

Mj(u) =
j/2∑

k=0

(−1)k j!
k!(j − 2k)!2k

ωj−2k(u), (2.14)

ωm(u) :=
∫ ∞

u
(t− u)me−

1
2
t2dt

/ ∫ ∞

u
e−

1
2
t2dt. (2.15)

Čia
∑∗ žymi sumavimą pagal visus sveikuosius ir neneigiamus lygtiesk1 + 2k2 + . . . + νkν = ν

sprendinius irk1 + . . . + kν = s.
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Čia

Γ̃k(h) :=
K̃

(k)
l (h)

σ̃k(h)
, K̃

(m)
l (z) :=

l−1∑

k=m

1
(k −m)!

Γk(ξ)zk−m,

σ̃2 :=
s∑

k=2

1
(k − 2)!

Γk(ξ)hk−2, (2.16)

kur s ir h apibrėžiami atitinkamai lygybėmis(2.5), (2.6).

Atskiru atveju:

L1(u(x)) = −1
2
Γ3(ξ)

1
x

+
3
2

(
2Γ4(ξ)− 3Γ2

3(ξ)
)

+
1
48

(
72Γ5(ξ)

− 394Γ3(ξ)Γ4(ξ) + 267Γ3
3(ξ)

)
x + . . . ,

L2(u(x)) =
1
24

(
3Γ4(ξ)− 5Γ2

3(ξ)
)

+
1
24

(
3Γ5(ξ)

− 16Γ3(ξ)Γ4(ξ) + 15Γ3
3(ξ)

)
x + . . . .

Dydžiaic(l, γ, x) ir q, atitinkamai apibrėžti formulėmis

c(l, γ, x) = (3/2
√

2π)(l − 3)4l26l/2(l!)γ(xl−3 + (l − 3)!!x)

+ (1/
√

2π)72l6(1+γ)(l−3)(3l − 8)!!(l!)γ , (2.17)

q := sup
y
|G′

h(y)|, Gh(y) = Φ(y)−
l−3∑

ν=1

pν(h, ν)ϕ(y), (2.18)

kur

pν(h, y) :=
∑∗

Hν+2s−1(y)
ν∏

m=1

1
km!

(
Γ̃m+2(h)
(m + 2)!

)km

, (2.19)

čia - Hm(x) Čebyševo - Ermitom - eilės daugianaris.

Tegul at.d.ξ su vidurkiuEξ = 0 ir vienetine dispersijaDξ = 1 egzistuoja skirstinio tankis

pξ(x) ir, be to

sup
x

pξ(x) < ∞ (D)
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E žymėsime aibę tieṡes taškų, kuriuosepξ(x) netr ūki arba turi pirmosios r ūšies tr ūkį, be to,

tarsime, kad tr ūkio taškex0

p(x0) := (1/2)(p(x0 − 0) + p(x0 + 0)).

Pažyṁekime

c1(γ) = 2
√

π + 6γ253
√

2π/∆, (2.20)

ε(∆, γ) =
1
12

(
1− x

∆γ

)
∆γ , 0 ≤ x < ∆γ , (2.21)

q(l, γ) =
(3
√

2e

2

)l
8(l + 2)26γ(l+1)((l + 1)!)γ(l−1)Γ

(3l + 1
2

)
, (2.22)

čiaΓ(α) =
∫∞
0 xα−1e−xdx, kai α = n ∈ N, Γ(n) = (n− 1)!, ir

r∗(∆, x) =
(

1 + 9((m + 2)!)γ16m−1cm+1−l
γ

1
m + 1

( x

∆

)l
)

×
(

1 + 46∆γ exp
{
− 1

2

(
1− x

∆γ

)√
∆γ

}/(
1− x

∆γ

))
, (2.23)

m = (1 + γ) + l + 1, γ > 0, l ≥ 1 ir r∗(∆, x) ≡ 0, kai γ = 0.

L E M A 3. [L.Saulis(1991)]. Jei at.d. ξ su vidurkiuEξ = 0 ir dispersija Dξ = 1 tenkina

sąlygas(Sγ) ir (D), tada kiekvienaml, l ≥ 1, intervale

0 ≤ x < ∆γ

galioja asimptotinis skleidinys

pξ(x)
ϕ(x)

= exp {Lm(x)}
(

1 +
l−1∑

ν=0

Mν(x) + θ1q(l, γ)
(x + 1

∆

)l

+ θ2c1(γ)∆3/2
γ exp

{
− 1

72

(
1− x

∆γ

)√
∆γ

}

+ θ3

∫

|t|≥ε(∆,γ)
|f∗γ (t)|dt

)
(1 + θr∗(∆, x)). (2.24)
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Dydžiai∆γ , c1(γ), q(l, γ), ϕ(x), f∗γ (t) ir ε(∆, x) atitinkamai apibrėžti formulėmis(2.1), (2.20),

(2.22), (1.2), (2.3) ir (2.21).

DaugianariamsMν(x) galioja formulės

Mν(x) =
ν∑

k=0

Kk(x)qν−k(x), (2.25)

Kν(x) =
∑ ν∏

m=1

1
km!

(
− λm+2x

m+2
)km

, K0(x) ≡ 1, (2.26)

qν(x) =
∑

Hν+2l(x)
ν∏

m=1

1
km!

(
Γm+2(ξ)/(m + 2)!

)km

, (2.27)

kur Hm(x) Čebyševo− Ermito m − eilės daugianaris ir sumuojama pagal visus sveikuosius ir

neneigiamus lygtiesk1 + 2k2 + . . . + νkν = ν sprendinius irk1 + . . . + kν = l. Atskiru atveju

Mν(x) išreiškiami per at.d.ξ kumuliantus:

M0(x) ≡ 0, M1(x) = −1
2
Γ3(ξ)x,

M2(x) =
1
8

(
5Γ2

3(ξ)− 2Γ4(ξ)
)
x2 +

1
24

(
3Γ4(ξ)− 5Γ2

3(ξ)
)
,

M3(x) = (1/48)
(
34Γ3(ξ)Γ4(ξ)− 4Γ5(ξ)− 45Γ3

3(ξ)
)
x3

+ (1/48)
(
6Γ5(ξ)− 35Γ3(ξ)Γ4(ξ) + 35Γ2

3(ξ)
)
x, . . . .

L E M A 4. [R.Bentkus, R.Rudzkis, (1980)]. Tegul bet kokiam at.d.ξ suEξ = 0 egzistuoja

dydžiaiγ ≥ 0, H > 0 ir ∆ tokie, kad

|Γk(ξ)| ≤
(

k!
2

)1+γ H

∆k−2
, k = 2, 3, . . . . (2.28)

Tada visiemsx ≥ 0

P(±ξ ≥ x) ≤ exp

{
− x2

2
(
H + (x/∆1/(1+2γ))

)(1+2γ)/(1+γ)

}
. (2.29)

Be nurodytų straipsnių, pilni3 LEMOS ir 4 LEMOS įrodymai pateikti [60].
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3 Skyrius

Atsitiktinių dydžių serijų schemoje

sumos pasiskirstymo funkcijos

asimptotiniai skleidiniai didžiųjų

nuokrypių Kramerio ir laipsnin ėse

Liniko zonose
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3.1 Pagrindinių rezultatų formulavimas

Tegulξ(n)
j , j = 1, 2, . . . , n nepriklausomų atsitiktinių dydžių (at.d.) seka su vidurkiaisEξ

(n)
j =

0 ir dispersijomisσ(n)
j

2
= Eξ(n)2

j > 0, j = 1, n.

Pažyṁekime:

Sn =
n∑

j=1

ξ
(n)
j , B2

n =
n∑

j=1

σ
(n)
j

2
, Zn =

Sn

Bn
, (3.1)

FZn(x) = P(Zn < x), pZn(x) =
d

dx
FZn(x), (3.2)

Lk,n =
n∑

j=1

E|ξ(n)
j |k/Bk

n, k = 1, 2, . . . . (3.3)

DydisLk,n vadinamask − tosios eilės Liapunovo trupmena, ir visiems3 ≤ k ≤ l,

L
1/(k−2)
k,n ≤ L

1/(l−2)
l,n . (3.4)

Šią nelygybę įroḋe V.Statulevǐcius [65]. Tegulfξ(t) ir Γk(ξ) yra at.d.ξ charakteristiṅe funkcija

(ch.f.) ir k − tosios eilės kumuliantas. Toliau reikalausime, kad at.d.ξ
(n)
j tenkintųBernšteino

sąlyga(Bγ): egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir K
(n)
j > 0 tokie, kad

|E(ξ(n)
j )k| ≤ (k!)1+γ(K(n)

j )k−2σ
(n)
j

2
, k = 3, 4, . . . . (Bγ)

Jei sąlyga(Bγ) yra tenkinama, tai at.d.ξ(n)
j , j = 1, 2, . . . , n, k − tosios eilės kumuliantui

Γk(ξ
(n)
j ), galioja nelygyḃe

|Γk(ξ
(n)
j )| ≤ (k!)1+γ(2(K(n)

j ∨ σ
(n)
j ))k−2σ

(n)
j

2
, k = 3, 4, . . . . (3.5)

Šios nelygyḃes įrodymas gautas darbe [60, p. 42].
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T E I G I N Y S 1. Jei at.d. serijų sekaξ(n)
j , j = 1, n, tenkina sąlygą(Bγ), tai at.d. Zn,

k − tosios eilės kumuliantuiΓk(Zn) galioja įvertis

|Γk(Zn)| ≤ (k!)1+γ

∆k−2
n

, k = 3, 4, . . . , (3.6)

kur

∆n =
Bn

Kn
, Kn := 2 max

1≤j≤n
(K(n)

j ∨ σ
(n)
j ). (3.7)

Toliau reikalausime, kad∆n →∞, kai n →∞.

ĮRODYMAS. Pasteḃesime, kadEZn = 0, DZn = 1. Atsižvelgę į tai, kad at.d.ξ(n)
j , j = 1, n,

yra nepriklausomi, gauname

fZn(t) = fSn(t/Bn) =
n∏

j=1

f
ξ
(n)
j

(t/Bn), (3.8)

ir

Γk(Sn) =
n∑

j=1

Γk(ξ
(n)
j ). (3.9)

Remiantis at.d.ξ, k − tosios eilės kumulianto apibrėžimu (1.10), nesunku įsitikinti, kad

Γk(Zn) = Γk(Sn)/Bk
n. (3.10)

Dabar, pasinaudoję lygybe (3.9)ir įverčiu (3.5), gauname

|Γk(Sn)| ≤
n∑

j=1

|Γk(ξ
(n)
j )| ≤ (k!)1+γKk−2

n B2
n, k = 3, 4, . . . , (3.11)

kur Kn apibṙežtas lygybe (3.7). Remdamiesi gautu įverčiu lygybe (3.10) gauname įvertį (3.6).

¥

Toliau visur reikalausime, kad at.d.ξ
(n)
j , j = 1, n egzistuotų tankisp

ξ
(n)
j

(x) ir

sup
x

p
ξ
(n)
j

(x) ≤ C
(n)
j < ∞. (D)
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Tuo atveju, kai at.d.ξ(n)
j tankis neegzistuoja, tariame, kadC

(n)
j = ∞.

Tegul at.d.ξ(n)
j (h) yra sujungtinis atsitiktiniam dydžiuiξ(n)

j , j = 1, n su tankio funkcija

p
ξ
(n)
j (h)

(y) := ehyp
ξ
(n)
j

(y)
/∫ ∞

−∞
ehyp

ξ
(n)
j

(y)dy. (3.12)

Pažyṁekime

Sn(h) =
n∑

j=1

ξ
(n)
j (h), Zn(h) = B−1

n (h)(Sn(h)−Mn(h)). (3.13)

Nesunku įsitikinti, kad

Mn(h) = ESn(h) =
∞∑

k=2

1
(k − 2)!

Γk(Sn)hk−1, (3.14)

B2
n(h) = DSn(h) =

∞∑

k=2

1
(k − 2)!

Γk(Sn)hk−2, (3.15)

kur dydish = h(x) yra lygties

x =
∞∑

k=2

1
(k − 1)!

Γk(Zn)hk−1 (3.16)

sprendinys.

Tegul,fZn(h)(t) yra at.d. Zn(h) charakteristiṅe funkcija. Kadangi at.d.ξ(n)
j , j = 1, n, yra

nepriklausomi, tai nesunku įsitikinti, kad

fZn(h)(t) = EeitZn(h) = exp
{
−it

Mn(h)
Bn(h)

} n∏

j=1

f
ξ
(n)
j (h)

( t

Bn(h)

)
. (3.17)

Žymėsime

f∗n,γ(t) =





s∑

k=0

(
3
2

)k xk

k!
f

(k)
Zn

(t), γ > 0,

fZn(h)(t), γ = 0,

(3.18)

kur s ir ∆n, atitinkamai apibṙežti lygyḃemis (2.5) ir (3.7).
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Nagriṅejant at.d.Zn tikimybėsP(Zn ≥ x) asimptotinius skleidinius, yra svarb ūs dydžiai

∆n,γ := cγ∆1/(1+2γ)
n , cγ = (1/6)(

√
2/6)1/(1+2γ), (3.19)

Tn,γ := (3/8)(1− x/∆n,γ)∆n,γ , 0 ≤ x < ∆n,γ . (3.20)

T E I G I N Y S 2. Jei at.d. ξ
(n)
j , j = 1, n, suEξ

(n)
j = 0 ir σ

(n)
j

2
= Eξ

(n)
j

2
> 0, j = 1, n,

tenkina sąlygą(Bγ), tai bet kokiam sveikajaml, l ≥ 3, ir Tn ≥ Tn,γ , intervale

0 ≤ x < ∆n,γ

galioja lygybė

1− FZn(x)
1− Φ(x)

= exp {L∗n,m(x)}
{

ψ(x)
ψ(un(x))

(
1 +

l−3∑

ν=1

Pν,n(un(x))
)

+ θ1(x + 1)

×
(

c(l, γ, x)
∆l−2

n

+
285∆n exp { − (1− x/∆n,γ)

√
∆n,γ}

(1− x/∆n,γ)

+
6q

Tn
+ Rn,γ

)}
. (3.21)

Čia

L∗n,m(x) =
∑

3≤k<m

λk,nxk, m =





(1/γ) + l − 1, γ > 0,

∞ , γ = 0.
(3.22)

kur koeficientaiλk,n randami iš formulės(2.8) ir išreiškiami per at.d.Zn kumuliantus. Atskiru

atveju:

λ3,n = (1/3)Γ3(Zn),

λ4,n =
(
1/24

)(
Γ4(Zn)− 3Γ2

3(Zn)
)
,

λ5,n =
(
1/120

)(
Γ5(Zn)− 10Γ3(Zn)Γ4(Zn) + 15Γ2

3(Zn)
)
, . . . .

Be to, koeficientamsλk,n galioja įvertis

|λk,n| ≤ (2/k)(16/∆n)k−2((k + 1)!)γ , k = 3, 4, . . . . (3.23)
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Funkcijaψ(x) apibrėžta formule(2.2), dydis

un(x) = x
(
1 +

l−3∑

k=1

ck,nxk + θ2c
∗(l)(x/∆n)l−2

)
, (3.24)

kur c∗(l, γ) = 736l(l − 1)(7/2)l−2(l!)γ , koeficientaick,n išreiškiami per at.d.Zn kumuliantus ir

randami iš formulės(2.11). Atskiru atveju:

c1n = 0,

c2n =
1
24

(
2Γ4(Zn)− 3Γ2

3(Zn)
)
,

c3n =
1
24

(
Γ5(Zn)− 6Γ3(Zn)Γ4(Zn) + 6Γ3

3(Zn)
)
, . . . .

DaugianariaiLν,n

(
un(x)

)
apibrėžti lygybe(2.8). Atskiru atveju,

L1,n(un(x)) = −1
2
Γ3(Zn)

1
x

+
3
2

(
2Γ4(Zn)− 3Γ2

3(Zn)
)

+
1
48

(
72Γ5(Zn)

− 394Γ3(Zn)Γ4(Zn) + 267Γ3
3(Zn)

)
x + . . . ,

L2,n(un(x)) =
1
24

(
3Γ4(Zn)− 5Γ2

3(Zn)
)

+
1
24

(
3Γ5(Zn)

− 16Γ3(Zn)Γ4(Zn) + 15Γ3
3(Zn)

)
x + . . . .

Dydžiai c(l, γ, x) ir q apibrėžti atitinkamai lygybėmis(2.17) ir (2.18). Asimptotinio skleidinio

(3.21) liekamasis narys

Rn,γ =
∫ Tn

Tn,γ

|f∗n,γ(t)|dt

t
, (3.25)

kur Tn ≥ Tn,γ , Tn,γ ir f∗n,γ(t) nusakyti formulėmis(3.20) ir (3.18).

Remdamiesi 2 TVIRTINIMU ir pareikalavę, kad sąlyga(Bγ) b ūtų įvykdyta, rasime tikimy-

bėsP(Zn ≥ x) = 1 − FZn(x) asimptotinio skleidinio liekamojo narioRn,γ , apibṙežto lygybe

(3.25), įveřcius Kramerio, kaiγ = 0 ir laipsniṅese Liniko zonose, kaiγ > 0. Šį darbą atlikti mums
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palengvins žinomi charakteristinių funkcijų įverčiai, kai tenkinama sąlyga(D) (V.Statulevǐcius

[65]). Šiame skyriuje gauti rezultatai yra išspausdinti straipsniuose:

1. Deltuvieṅe D. Asymptotic expansion for the distribution function of the series scheme

of random variables in the large deviation Cramer zone, Lietuvos matematikos rinkinys, T.42,

spec.nr.42, Vilnius, MII, 2002, psl. 691-696.

2. Deltuvieṅe D., Saulis L. Asymptotic expansions in the large deviation zones for the distri-

bution function of sums of random variables in the series scheme, Lietuvos matematikos rinkinys,

T.43, spec. nr. 43, Vilnius, MII, 2003, psl. 682 - 686.

Tuo atveju, kaiγ = 0, dydį ∆n,γ , apibṙežtą lygybe (3.19), žyṁesime

∆n,0 = c0∆n, c0 = (1/6)(
√

2/6),

Tn,0 = (1/8)(1− x/∆n,0)∆n,0, (3.26)

kur dydis

∆n =
Bn

Kn
, Kn := 2 max

1≤j≤n
(K(n)

j ∨ σ
(n)
j ).

T E O R E M A 4. Jei at.d.ξ(n)
j suEξ

(n)
j = 0 ir σ

(n)
j

2
= Eξ

(n)
j

2
> 0, j = 1, n, tenkina sąlygas

(Bγ) suγ = 0 ir (D), tai su visaisx,

0 ≤ x < ∆n,0 (Kramerio zonoje)

yra teisingas asimptotinis skleidinys(3.21) su liekamojo nario įverčiu

Rn,0 ≤ 684e4π
√

2πKn max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
exp

{
− 1

24K2
n

n∑

j=1

C
(n)
k

−2}

+
π2

2Tn,0
exp

{
− 1

π2
T 2

n,0

}
. (3.27)
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T E O R E M A 5. Tegul at.d.ξ(n)
j , j = 1, 2, . . . suEξ

(n)
j = 0 ir σ

(n)
j

2
= Eξ

(n)
j

2
> 0, j = 1, n,

tenkina sąlygas(Bγ) suγ > 0, (D) ir

limn→∞
1

(1 ∨ L1,n)∆n,γ

1
K2

n

n∑

j=1

C
(n)
j

−2 ≥ d > 0, (L)

tai su visaisx

0 ≤ x < ∆n,γ (Liniko zonose)

yra teisingas asimptotinis skleidinys(3.21) su liekamojo nario įverčiu

Rn,γ ≤ c4(γ)(Kn/∆n) max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
{
− c3

2K2
n

n∑

k=1

C
(n)
k

−2
}

+ T 2
n,γ exp

{
− 1

16π2
T 2

n,γ

}
+

5π2x2

8
Tn,γ exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
, (3.28)

kur Kn, ∆n,γ ir Tn,γ atitinkamai apibrėžti lygybėmis(3.7), (3.19) ir (3.20).

T E O R E M A 6. Tegul nepriklausomų at.d. sekaξ(n)
j , j = 1, 2, . . . su vidurkiaisEξ

(n)
j = 0

ir nenulinėmis baigtinėmis dispersijomisσ(n)
j

2
= Eξ

(n)
j

2
< ∞, j = 1, n, tenkina apibendrintą

Bernšteino sąlygą(Bγ). Tuomet intervale

0 ≤ x ≤ ∆n,γ

galioja didžiųjų nuokrypių lygybės

1− FZn(x)
1− Φ(x)

= exp{Ln,γ(x)}
(
1 + θ1f1(x)

x + 1
∆n,γ

)
,

FZn(−x)
Φ(−x)

= exp{Ln,γ(−x)}
(
1 + θ2f2(x)

x + 1
∆n,γ

)
, (3.29)

kur

f(x) =
60

(
1 + 10∆2

n,γexp{ − (1− x/∆n,γ)
√

∆n,γ}
)

1− x/∆n,γ
,

i = 1, 2; Ln,γ(x) ir ∆n,γ atitinkamai apibrėžti lygybėmis(3.22) ir (3.19).
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I Š V A D A 1. Tegulξ(n)
j , j = 1, 2, . . . - nepriklausomų at.d. seka su vidurkiaisEξ

(n)
j = 0

ir nenulinėmis baigtinėmis dispersijomisσ2
j = Eξ

(n)
j

2
< ∞, j = 1, n, tenkina apibendrintą

Bernšteino sąlygą(Bγ). Tada visiems

x = o(∆τ
n,γ), τ = τ(γ) =

1
1 + 2(1 ∨ γ)

,

∆n,γ →∞, kai n →∞ galioja lygybės

lim
n→∞

1− FZn(x)
1− Φ(x)

= 1, lim
n→∞

FZn(−x)
Φ(−x)

= 1. (3.30)

T E O R E M A 7. Tegulξ(n)
j , j = 1, 2, . . . - nepriklausomų at.d. seka tenkina sąlygą(Bγ). Tada

at.d. Zn, apibrėžto formule(3.1) tikimybeiP(±Zn ≥ x), suH = 21+γ galioja eksponentinės

nelygybės

P{±Zn ≥ x} ≤





exp
{
− 1

4H
x2

}
, 0 ≤ x < (H∆n)1/(1+2γ),

exp
{
− 1

4(x∆n)1/(1+γ)
}

, x ≥ (H∆n)1/(1+γ),

(3.31)

kur ∆n apibrėžtas formule(3.7).

4 - 5 teoremų įrodyme mums reikia vertinti integralą

Rn,γ =
∫ Tn

Tn,γ

|f∗n,γ(t)|dt

t
,

kur f∗n,γ(t) apibṙežta lygybe (3.18). Siekiant šio tikslo mums reikia gauti at.d.Zn charakter-

istinės funkcijosfZn(t) ir jos išvestinių įveřcius. Šiuo tikslu remsiṁes bet kokio atsitiktinio dy-

džioξ charakteristiṅes funkcijosfξ(t) := E exp {itξ} įverčių bendrosiomis lemomis, kurias įrodė

V.Statulevǐcius [66].
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3.2 Charakteristinių funkcijų įver čiai

Suformuluosime lemas at. dydžioZn charakteristinių funkcijų įveřciams gauti. Tegul at.d.ξ,

suEξ = 0, σ2 = Dξ < ∞ ir pasiskirstymo funkcijaFξ(x), egzistuoja tankispξ(x). Tegulpξ̃(x)

simetrizuoto at.d.̃ξ = ξ− ξ
′
, kur ξ

′
at.d., nepriklausomas su at.d.ξ ir turintis tą patį skirstinį kaip

ir at.d. ξ.

Nesunku įsitikinti, kad

Fξ̃(x) =
∫ ∞

−∞
Fξ(x + y)dFξ(x), fξ̃(t) = |fξ(t)|2.

Pažyṁekime

ln(Nn) =
1

B2
n

n∑

j=1

∫

|x|≤Nn

x2p
ξ̃
(n)
j

(x)dx, Nn > 0. (3.32)

L E M A 5. Jei at.d.ξ(n)
j , j = 1, 2, . . ., suE(ξ(n)

j )4 < ∞, ir l = limn→∞ln(Nn) > 0, tai at.d.

Zn ch.f.fZn(t), apibrėžtai lygybe(3.17), galioja įvertis

|fZn(t)| ≤ exp

{
− l

π2
t2

}
, |t| ≤ πBn

Nn
. (3.33)

ĮRODYMAS. Turime, kad

|f
ξ
(n)
j

(t)| ≤ exp { − Ij(t/2π)}, (3.34)

kur

Ij(t) =
1
2

(
1− |f

ξ
(n)
j

(2πt)|2
)

=
∫ ∞

−∞
sin2(πtx)p

ξ̃
(n)
j

(x)dx. (3.35)

Iš čia gauname, kad

|fSn(t)| ≤ exp { − In(t/2π)}, (3.36)
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kur

In(t) :=
n∑

j=1

∫ ∞

−∞
sin2(πtx)p

ξ̃
(n)
j

(x)dx. (3.37)

Pasteḃeję, kad| sinπα| ≥ 2(α), kur (α) žymi atstumą nuo skaičiausα iki artimiausio sveikojo

skaǐciaus, gauname

In(t) ≥ 4t2
n∑

j=1

∫

|x|≤1/2|t|
x2p

ξ̃
(n)
j

(x)dx = 4t2B2
nln

(
1

2|t|

)
. (3.38)

Prisiminę, kad

l = limn→∞ln(Nn) > 0,

gauname

|fSn(t)| ≤ exp

{
− l

π2
t2B2

n

}
, |t| ≤ π

Nn
, (3.39)

arba

|fZn(t)| ≤ exp

{
− l

π2
t2

}
, |t| ≤ πBn

Nn
. (3.40)

Remdamiesi funkcijosln(Nn) apibṙežimu (3.32), turime

ln(Nn) ≥ 2(1− 2B2
nL4,n/N2

n). (3.41)

Tarkime, kadNn = 2BnL
1/2
4,n , tai ln(Nn) ≥ 1. Iš to išplaukia, kad

|fZn(t)| ≤ exp

{
− 1

π2
t2

}
, |t| ≤ (π/2)L−1/2

4,n . (3.42)

L E M A 6. Jei at.d.ξ(n)
j , suEξ

(n)
j = 0 ir σ

(n)
j

2
= Eξ

(n)
j

2
> 0, j = 1, 2, . . . , egzistuoja tankis

p
ξ
(n)
j

(x), kuris tenkina sąlygą(D), tai funkcijaifZn(t) galioja įvertis

|fZn(t)| ≤ exp

{
− 1

3
Mn

}
, |t| ≥ πBn

Nn
, (3.43)
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kur

Mn ≥ 1
256

n∑

k=1

1

(σ(n)
k

2
+ N2

n)C(n)
k

2 . (3.44)

Kadangi| sinπα| ≥ 2(α) tai, remdamiesi įveřciu (3.38), gauname

In(t) ≥ 4Jn(t), (3.45)

kur

Jn(t) =
n∑

k=1

∫ ∞

−∞
(xt)2p

ξ̃
(n)
k

(x)dx. (3.46)

L E M A 7. Tegul bet kokiamn ≥ 1 ir Nn > 0 egzistuoja toks intervalo(−∞,∞) suskaidymas

. . . < t
(n)
−1 < t

(n)
0 = 0 < t

(n)
1 < t

(n)
2 < . . . ,

tenkinantis sąlygą

1
6Nn

≤ t
(n)
k+1 − t

(n)
k ≤ 1

4Nn
, (3.47)

kad

Jn(t) ≥ 1
2
ln(Nn)

(
t− t

(n)
k0

)2
B2

n, (3.48)

jei t ∈ [t(n)
k , t

(n)
k+1], kur pasirinktajamn, atsižvelgiant įt, t

(n)
k0 lygust

(n)
k arba t

(n)
k+1.

L E M A 8. Tegul neneigiamoji funkcijag(t), apibrėžta intervale[a,∞), tenkina Lipšico sąlygą

|g(t + s)− g(t)| ≤ K|s|. (3.49)

Be to, tegul

V :=
∫ ∞

a
g(t)dt < ∞. (3.50)
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Tada bet kokiamε ir bet kokiam intervalo[a,∞) suskaidymui

a = t0 < t1 < t2 . . . ,

sumax 0≤k<∞(tk+1 − tk) ≤ ε, teisinga nelygybė

∞∑

k=0

(
max

tk≤t≤tk+1

g2(t)
)
∆tk ≤ V

(
2Kε + 4 sup

a≤t<∞
g(t)

)
, (3.51)

kur ∆tk = tk+1 − tk.

3.3 Teoremų įrodymai

3.3.1 4 teoremos įrodymas

Reikia rasti 2 teiginio liekamojo narioRn,γ , kai tenkinama sąlyga(Bγ) suγ = 0, įvertį, t.y.

reikia įvertinti integralą

Rn,0 =
∫ Tn

Tn,0

|fZn(h)(t)|
dt

t
, (3.52)

kur fZn(h)(t) atsitiktinio dydžioZn charakteristiṅe funkcija ir dydisTn,0 atitinkamai apibṙežti

formulėmis (3.17) ir (3.26). Pažyṁejęη
(n)
j = ξ

(n)
j /Bn ir pasteḃeję, kadΓk(η

(n)
j ) = Γk(ξ

(n)
j )/Bk

n,

randame

ϕ
η
(n)
j

(z) := E exp {zη
(n)
j } = ϕ

ξ
(n)
j

(z/Bn) = exp

{ ∞∑

k=2

1
k!

Γk(ξ
(n)
j )(z/Bn)k

}

= exp

{
1
2
σ

(n)
j

2
(|z|/Bn)2(1 + θ(1/4))

}
, |z| ≤ ∆n/9. (3.53)

Todėl

exp

{
3
8
σ

(n)
j

2|z|2
}
≤

∣∣∣ϕ
ξ
(n)
j

(z)
∣∣∣ ≤ exp

{
5
8
σ

(n)
j

2|z|2
}

(3.54)
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su visais|z| ≤ An, An = ∆n/(9Bn), kur ∆n ir Bn apibṙežti atitinkamai lygyḃemis (3.7) ir (3.1).

Tegul at.d.ξ(n)
j (h), j = 1, 2, . . . , n, yra atsitiktinio dydžioξ(n)

j sujungtinis su tankio funkcija

p
ξ
(n)
j (h)

(y) = ehyp
ξ
(n)
j

(y)
/∫ ∞

−∞
ehyp

ξ
(n)
j

(y)dy. (3.55)

Tada

m
(n)
j (h) = Eξ

(n)
j (h) =

∞∑

k=2

1
(k − 1)!

Γk(ξ
(n)
j )hk−1, (3.56)

σ
(n)
j

2
(h) = Dξ

(n)
j (h) =

∞∑

k=2

1
(k − 2)!

Γk(ξ
(n)
j )hk−2, (3.57)

ir at.d. ξ(n)
j (h), k − tosios eilės kumulantas

Γk

(
ξ
(n)
j (h)

)
=

∞∑

l=k

1
(l − k)!

Γl(ξ
(n)
j )hl−k. (3.58)

Žymėsime:

Sn(h) =
n∑

j=1

ξ
(n)
j (h), B2

n(h) =
n∑

j=1

σ
(n)
j

2
(h),

Mn(h) = ESn(h) =
n∑

j=1

Eξ
(n)
j (h), Zn(h) =

Sn(h)−Mn(h)
Bn(h)

,

Lk,n(h) = B−k
n (h)

n∑

j=1

E|ξ(n)
j (h)−mj(h)|k. (3.59)

Dydish = h(x) yra lygties

x = Mn(h)/Bn =
1

Bn

∞∑

k=2

1
(k − 1)!

Γk(Sn)hk−1 (3.60)

sprendinys. Jei lygtyje (3.32) vietoj at.d.ξ(n)
j įrašysime jo sujungtinį atsitiktinį dydį, tuomet

gausime, kad

ln(Nn(h)) ≥ 2(1− 2B2
n(h)L4,n(h)/N2

n(h)). (3.61)

Iš lygybės

E(ξ(n)
j (h)−mj(h))4 = Γ4(ξ

(n)
j (h)) + 3σ

(n)
j

4
(h),
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randame Liapunovo trupmenos įvertį

L4,n(h) ≤ Γ4(Sn(h)/B4
n(h) + 3 max

1≤j≤n
σ

(n)
j

2
(h)/B2

n(h). (3.62)

Atsižvelgdami, kad at.d.ξ(n)
j tenkina sąlygą(Bγ) suγ = 0, remiantis nelygybe (3.5), gau-

name

∣∣∣Γk(ξ
(n)
j )

∣∣∣ ≤ k!Kk−2
n σ

(n)
j

2
, k = 3, 4, . . . , (3.63)

kur

Kn = 2 max
1≤j≤n

{K(n)
j ∨ σ

(n)
j }.

Iš čia

|Γk(Zn)| ≤ k!/∆k−2
n , ∆n = Bn/Kn, k = 3, 4, . . . . (3.64)

Remdamiesi nelygybe (3.63) ir lygtimi (3.57), kai0 ≤ h ≤ ∆n/(12Bn), turime

σ
(n)
j

2
(h) = σ

(n)
j

2
(

1 + θ

∞∑

k=3

k(k − 1)
(

hBn

∆n

)k−2)
= σ

(n)
j

2
(

1 + θ
5
8

)
. (3.65)

Toliau, remdamiesi at.d.ξ(n)
j (h), k − tosios eilės kumulianto apibrėžimu (3.58), gauname

Γ4(Sn(h)) =
∞∑

k=4

1
(k − 4)!

Γk(Sn)hk−4 ≤ (3.5KnBn)2

×
∞∑

k=4

(k − 2)(k − 3)(3.5hKn)k−4 ≤ 81(3.5KnBn)2.

Taigi Γ4(Sn(h))/B4
n(h) ≤ 18.2(Bn/∆n)2/B2

n(h). Pasinaudoję Liapunovo trupmenos įverčiu

(3.62), randame

L4,n(h)B2
n(h) ≤ 18.5(Bn/∆n)2. (3.66)
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Tarkime, kadNn(h) = 6.2(Bn/∆n). Tuomet, remdamiesi nelygybe (3.61), gaunameln(Nn(h)) ≥

1. Dabar, remdamiesi 5 lema, p.40, randame at.d.Zn(h) ch.f. fZn(h)(t) įvertį

|fZn(h)(t)| ≤ exp

{
− 1

π2
t2

}
, (3.67)

visiems|t| ≤ τ
(0)
n , kur τ

(0)
n = πBn(h)∆n/(6.2Bn).

Asimptotinio skleidinio liekamąjį narįRn,0, apibṙežtą formule (3.52), suskaidysime į du integ-

ralus

Rn,0 = I
(0)
1 + I

(0)
2 ,

čia

I
(0)
1 =

∫ τ
(0)
n

Tn,0

∣∣∣fZn(h)(t)
∣∣∣dt

t
, I

(0)
2 =

∫ Tn

τ
(0)
n

∣∣∣fZn(h)(t)
∣∣∣dt

t
, (3.68)

kur Tn,0 apibṙežtas lygybe (3.26) irTn = C(l)∆l−2
n . Dabar, pasinaudoję įverčiu (3.67), gauname

I
(0)
1 =

∫ τ
(0)
n

Tn,0

∣∣∣fZn(h)(t)
∣∣∣dt

t
≤

∫ τ
(n)
n

Tn,0

exp

{
− 1

π2
t2

}
dt

t

≤ π2

2T 2
n,0

exp

{
− 1

π2
T 2

n,0

}
. (3.69)

Nesunku įsitikinti, kad

I
(0)
2 :=

∫ Tn

τ
(0)
n

|fZn(h)(t)|
dt

t
≤ 12.4

π∆n

∫ Tn

τ
(0)
n

|fZn(h)(t)|dt. (3.70)

Dabar, remiantis 5− 8 lemomis, p.40− 42, randame integralo

I
(0)
2 :=

∫ Tn

τ
(0)
n

∣∣∣fZn(h)(t)
∣∣∣dt ≤ 684e4π

√
2πKn (3.71)

× max
1≤ri≤n

4∏

i=1

Cri
(n)1/4

exp

{
− c3

K2
n

n∑

k=1

1

C
(n)
k

2

}
, c3 > 0. (3.72)

Detalesnį įrodymą galima rasti p. 62− 63. Pagaliau, remdamiesi (3.60) ir (3.64), gauname

x = Bnh
(
1 + θ

∞∑

k=3

k(Bnh/∆)k−2
)

= Bnh(1 + θ(3Bnh/∆))(1− 3Bnh/∆n)−1 (3.73)
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visiems0 ≤ h < ∆n/(3Bn).

Dabar, prisiminę asimptotinį skleidinį (3.21), bei pasirėmę lygyḃemis (3.52), (3.68) ir įveřciais

(3.69), (3.70) ir (3.71), gauname liekamojo narioRn,0 įvertį

Rn,0 =
∫ Tn

Tn,0

∣∣∣fZn(h)(t)
∣∣∣dt

t
≤ π2

2T 2
n,0

exp

{
− 1

π2
T 2

n,0

}

+ (C1Kn/∆n) max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
exp

{
− c3

K2
n

n∑

k=1

1

C
(n)
k

2

}
, (3.74)

kai 0 ≤ x < ∆n,0, kur ∆n,0 = c0∆n, c0 = (1/6)(
√

2/6), c3 apibṙežtas lygybe (3.118).̌Cia

Tn,0 = (1/8)(1− x/∆n,0)∆n,0, C1 = 12.4 · 684e4
√

2π. (3.75)

¥

3.3.2 5 teoremos įrodymas

Norint įrodyti 5 teoremą, reikia įvertinti 2 teiginio, liekamąjį narįRn,γ , kai γ > 0, t.y. rasti

integralo

Rn,γ =
∫ Tn

Tn,γ

∣∣∣f∗n,γ(t)
∣∣∣dt

t
(3.76)

įvertį, kur

f∗n,γ(t) =
s∑

k=0

1
k!

(
3x

2

)k∣∣∣f (k)
Zn

(t)
∣∣∣, (3.77)

ir f
(k)
Zn

(t) at.d.Zn ch.f. k - toji išvestiṅe. Turime, kad

fZn(t) =
n∏

k=1

f
ξ
(n)
k

(t/Bn). (3.78)

Pažyṁekime:

fZn,k1(t) =
n∏

k=1
k 6=k1

f
ξ
(n)
k

(t/Bn),

47



fZn,k1,k2(t) =
n∏

k=1
k 6=k1 6=k2

f
ξ
(n)
k

(t/Bn), (3.79)

.......................................................

fZn,k1,k2,...,kl
(t) =

n∏
k=1

k 6=k1 6=...6=kl

f
ξ
(n)
k

(t/Bn).

Darbe [45] įrodyta, kad

f
(l)
Zn

(t) =
l∑

j=1

∑
m1j+...+mjj=l

mνi>0,ν=1,j

Am1j ,...,mjj (l)
n∑

k1=1

f
(m1j)

ξ
(n)
k1

(t/Bn) (3.80)

×
n∑

k2=1
k2 6=k1

f
(m2j)

ξ
(n)
k2

(t/Bn) . . .
n∑

kj=1

kj 6=k1 6=...6=kl−1

f
(mjj)

ξ
(n)
kj

(t/Bn)fZn,k1,...,kj (t),

kur Am1j ,...,mjj (l) priklauso tik nuol. Prisiminę, kadEξ
(n)
k = 0, ir

f
(1)

ξ
(n)
k

(t/Bn) =
∫ ∞

−∞

ix

Bn
exp

{
itx

Bn

}
dF

ξ
(n)
k

(x)

= − t

B2
n

∫ ∞

−∞
x2 exp

{
θ
itx

Bn

}
dF

ξ
(n)
k

(x),

randame

n∑

k1=1

|f (1)

ξ
(n)
k1

(t/Bn)| ≤ |t|. (3.81)

Nesunku įsitikinti, kad

|f (ν)

ξ
(n)
k

(t/Bn)| ≤ E|ξ(n)
k |ν/Bν

n, ν = 1, 2, . . . , s. (3.82)

Vadinasi,

n∑

k=1

|f (ν)

ξ
(n)
k

(t/Bn)| ≤ Lν,n, ν = 1, . . . , s, (3.83)

kur Lν,n apibṙežtas formule (3.3). Lygyḃes (3.77) - (3.82) leidžia tvirtinti, kad

|f (1)
Zn

(t)| ≤ (|t| ∧ L1,n) max
1≤k1≤n

|fZn,k1(t)|, (3.84)
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|f (2)
Zn

(t)| ≤ (1 + (t2 ∧ L2
1,n)) max

1≤k1 6=k2≤n
|fZn,k1,k2(t)|, (3.85)

|f (l)
Zn

(t)| ≤ c(l)(1 + (|t|l ∧ Ll
1,n) + Ll,n) (3.86)

× max
1≤k1 6=... 6=kl≤n

|fZn,k1,...,kl
(t)|, l = 3, 4, . . . .

KadangifZn(2πBnt) = fSn(2πt), tai remiantis įveřciu (3.36) iš 5 lemos, p.40 ir remdamiesi

nelygybe

|fSn(t)| ≤
{
−

n∑

k=1

Ik(t)
}

,

kur Ik(t) apibṙežtas lygybe (3.35), randame

max
1≤k1 6=... 6=kl≤n

|fZn,k1,k2...,kl
(2πBnt)|

≤ exp
{
− min

1≤k1 6=... 6=kl≤n

n∑
k=1

k 6=k1 6=...6=kl

Ik(t)
}

= exp
{
− In(t) + max

1≤k1 6=... 6=kl≤n
(Ik1(t) + . . . + Ikl

(t))
}

(3.87)

≤ exp {l/2} exp { − In(t)},

kur In(t) apibṙežtas formule (3.37). Dabar, remdamiesi 7 lema p.42 ir nelygybe (3.86), visiems

|t| ≤ τn, τn = (π/2)L−1/2
4,n , gauname

|f (l)
Zn

(t)| ≤ c1(l)
(
1 + (|t|l ∧ Ll

1,n) + Ll,n

)
exp

{
− 1

π2
t2

}
, (3.88)

l = 3, 4, . . . ir c1(l) = c(l) exp{l/2}.

Partodami∆n,γ ir s apibṙežimus (3.18) ir (2.5), gauname nelygybę

(l!)1+γ∆2−l
n ≤ (l − 2)!(3.8∆n,γ)2−l, l = 3, 4, . . . , s + 2. (3.89)

Dabar, kai tenkinama sąlyga(Bγ), visiemsl = 2m, m = 2, 3, . . . , (s + 2)/2, turime

Ll,n := B−l
n

n∑

j=1

E|ξ(n)
j |l ≤ (l!)1+γ/(Bn/K)l−2

≤ (l!)1+γ/∆l−2
n ≤ (l − 2)!/(3.8∆n,γ)l−2. (3.90)
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Norėdami gautil−tosios eilės Liapunovo trupmenosLl,n įvertį sul = 2m+1, m = 1, 2, . . . , s/2,

iš jau žinomos nelygyḃes (3.4) randame

Ll,n ≤ L
(l−2)/(l−1)
l+1,n ≤ ((l − 1)!)(l−2)/(l−1)

(3.8∆n,γ)l−2
, (3.91)

visiemsl = 2m + 1, m = 1, 2, . . . , s/2.

Toliau, tegulTn := C(l)∆l−2
n , kur C(l) yra dydis, priklausantis tik nuol, ∆n apibṙežtas

formule (3.7).

Dabar integraląRn,γ suskaidome į du:

Rn,γ =
∫ Tn

Tn,γ

|f∗n,γ(t)|dt

t
= I1 + I2, (3.92)

kur

I1 =
s∑

l=0

1
l!

(
3x

2

)l ∫ τn

Tn,γ

|f (l)
Zn

(t)|dt

t
, (3.93)

I2 =
s∑

l=0

1
l!

(
3x

2

)l ∫ Tn

τn

|f (l)
Zn

(t)|dt

t
, (3.94)

Čia τn = (π/2)L−1/2
4,n .

Taikydami nelygybes (3.42) ir (3.87) rasime integralo

I1 = I
(0)
1 + I

(1)
1 + I

(2)
1 + I

(3)
1 (3.95)

įverčius

I
(0)
1 :=

∫ τn

Tn,γ

|fZn(t)|dt

t
≤

∫ τn

Tn,γ

exp
{
− 1

π2
t2

}
dt

t

≤ π2

2Tn,γ
exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
; (3.96)

I
(1)
1 =

3x

2

∫ τn

Tn,γ

|f (1)
Zn

(t)|dt

t
≤ 3

√
ex

2

∫ τn

Tn,γ

(t ∧ L1,n) exp
{
− 1

π2
t2

}
dt

t

≤ 3
√

eπ2x

4Tn,γ
exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
; (3.97)

50



I
(2)
1 =

1
2

(
3x

2

)2 ∫ τn

Tn,γ

|f (2)
Zn

(t)|dt

t

≤ 9ex2

8

∫ τn

Tn,γ

(1 + (t2 ∧ L2
1,n)) exp

{
− 1

π2
t2

}
dt

t

≤ 9e(πx)2

16

(
1 +

6
T 2

n,γ

)
exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
; (3.98)

I
(3)
1 =

s∑

l=3

1
l!

(
3x

2

)l ∫ τn

Tn,γ

|f (l)
Zn

(t)|dt

t

≤
s∑

l=3

1
l!

(
3x

2

)l

c1(l)
∫ τn

Tn,γ

(1 + (|t|l ∧ Ll
1,n) + Ll,n) exp

{
− 1

π2
t2

}
dt

t

≤ π2

2Tn,γ

s∑

l=3

1
l!

(
3
√

ex

4

)l{
1 +

(
Ll

1,n ∧
(

T l
n,γ +

( π√
2

)l
))

(3.99)

+ (l − 1)!/(3.8∆n,γ)l−2

}
exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}

≤ π2

2Tn,γ
exp

{
− 1

16π2
T 2

n,γ

}
+

1
48π2

exp
{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
,

su visais1 ≤ x ≤ (5/(8π2√eπ2))Tn,γ . Remdamiesi įveřciais (3.95) - (3.98), gauname

I1 ≤ π2

Tn,γ
exp

{
− 1

16π2
T 2

n,γ

}
+

5π2x2

8
Tn,γ exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
. (3.100)

Norėdami įvertinti integraląI2, kuris apibṙežtas lygybe (3.94), pažyṁekime

Ĩ2 =
∫ Tn

τn

|fZn,k1,...,kj (t)|
dt

t
, j ≤ l, l = 0, 1, . . . , s. (3.101)

Toliau, tegulT ∗n = Tn/(2πBn) = C(l)∆n/(2πBn), kur ∆n apibṙežtas lygybe (3.7). Taigi, iš

lygybių (3.78) irIj(t) išraiškos (3.35) gauname

Ĩ2 ≤
∫ T ∗n

1/(2Nn)

4∏

r=1

′′|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|
n−j−4∏

i=1

′|f
ξ
(n)
li

(2πt)|dt

t

≤
∫ T ∗n

1/(2Nn)
exp

{
− [In(t)− (Ik1(t) + . . . + Ikj (t))

+ Ir1 + . . . + Ir4 ]
} 4∏

r=1

′′|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|dt

t
(3.102)

≤ exp

{
j + 4

2

} ∫ T ∗n

1/(2Nn)
exp { − In(t)}

4∏

r=1

′′|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|dt

t
,
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kur Nn = 2BnL
1/2
4,n ir

∏ ′′ sandauga visųri, kurie nesutampa suk1, k2, . . . , kj ;
∏ ′ sandauga visų

indeksųli, kurie nesutampa nei suk1, k2, . . . , kj , nei sur1, r2, r3, r4.

IšskaidęIn(t) į dvi dalis In(t) = 3
4In(t) + 1

4In(t) ir 3
4In(t) įvertinę remdamiesi 6 lema p.41,

o 1
4In(t) remdamiesi 7 lema p.42, galiausiai gausime

Ĩ2 ≤ 2Nn exp

{
j + 4

2

}
exp

{
− 1

4
Mn

}

×
∑

k

∫ t
(n)
k+1

t
(n)
k

exp
{
− 1

2
(t− t

(n)
k0 )2B2

n

} 4∏

i=1

′′|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|dt

t
(3.103)

≤ 4
√

2πL
1/2
4,n exp

{
j + 4

2

}
exp

{
− 1

4
Mn

}
Un,

kur Mn apibṙežtas formule (3.44), oUn, pagal Koši nelygybę

Un :=
∑

k

sup
t
(n)
k ≤t≤t

(n)
k+1

4∏

i=1

′′|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|

≤
4∏

i=1

′′
(∑

k

sup
t
(n)
k ≤t≤t

(n)
k+1

|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|4
)1/4

. (3.104)

Tegulgri(t) := |f
ξ
(n)
ri

(2πt)|2. Tada 8 lemos p.42 tvirtinimas teisingas su

V (n)
ri

= p
ξ̃
(n)
ri

(0) ≤ C(n)
ri

, K(n)
ri

≤ 2
√

2πσ(n)
ri

.

Prisiminę, kad1/(6Nn) ≤ t
(n)
k+1 − t

(n)
k ≤ 1/(4Nn), turime

Un ≤ 6Nn

4∏

i=1

′′C(n)
ri

1/4

(
4 +

√
2πσ

(n)
ri

Nn

)1/4

. (3.105)

Taigi, remdamiesi šiuo įverčiu ir lygybe (3.101), gauname

Ĩ2 ≤ 24
√

2π(N2
n/Bn) exp

{
j + 4

2

}
4∏

i=1

′′C(n)
ri

1/4

(
1 +

πσ
(n)
ri

2
√

2Nn

)1/4

× exp

{
− 1

4 · 256

n∑

k=1

1

(σ(n)
k

2
+ N2

n)C(n)
k

2

}
. (3.106)
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Pagaliau, remdamiesi lygybe (3.94) irĨ2 įverčiu (3.106), turime

Ĩ2 ≤ 24π
√

2πe2(N2
n/Bn) max

1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4

(
1 +

πσ
(n)
ri

2
√

2Nn

)1/4

(3.107)

× exp

{
− c1

n∑

k=1

1(
σ

(n)
k

2
+ N2

n

)
C

(n)
k

2

}
s∑

l=0

1
l!

(
3
√

ex

2
(1 + Ll

1,n + Ll,n)

)
.

Toliau, pasinaudodami sąlyga(Bγ), randame

L4,n := B−4
n

n∑

j=1

Eξ
(n)
j

4 ≤ 241+γ(K/Bn)2 ≤ 6 · 24γ(Kn/Bn)2, (3.108)

kur Kn = 2 max1≤j≤n (K(n)
j ∨ σ

(n)
j ). Tada, remdamiesiln(Nn) apibṙežimu (3.32), randame

ln(Nn) ≥ 2(1− 2B2
nL4,n/N2

n) ≥ 2(1− 12 · 24γ(Kn/Nn)2). (3.109)

Turime, kadln(Nn) ≥ 1, tuomet tarę, kadNn = 24(1+γ)/2Kn, gauname

exp
{
− c1

n∑

k=1

(
(σ(n)

k

2
+ N2

n)C(n)
k

2)−1
}
≤ exp

{
− d

K2
n

n∑

k=1

C
(n)
k

−2
}

, (3.110)

kur

d = 1/(4 · 256). (3.111)

Taigi iš nelygybių (3.106) ir (3.107) gauname

I2 ≤ 96
√

2πe224γ(Kn/∆n) max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
(3.112)

× exp

{
− d

K2
n

n∑

k=1

1

C
(n)
k

−2

}
s∑

l=0

1
l!

(
3
√

ex

2

)l

(1 + Ll
1,n + Ll,n).

Toliau nesunku įsitikinti, kad su visais0 ≤ x < ∆n,γ

s∑

l=0

1
l!

(
3
√

ex(1 ∨ L1,n)
2

)l

exp

{
− c2

K2
n

n∑

k=1

1

C
(n)
k

2

}

≤ exp

{
− c2

2K2
n

n∑

k=1

1

C
(n)
k

2

}
, (3.113)

53



jei tenkinama sąlyga

limn→∞

1
K2

n

∑n
k=1 C

(n)
k

−2

(1 ∨ L1,n)∆n,γ
≥ d, (3.114)

kur d apibṙežtas lygybe (3.111). Turėdamil − tosios eilės Liapunovo trupmenos įverčius (3.90)

ir (3.91) gauname

s∑

l=3

1
l!

(
3
√

ex

2

)l

Ll,n ≤
(

3
√

ex

2

)2 s∑

l=3

1
l

(
3
√

ex

7.6∆n,γ

)l−2

≤ 4x2, (3.115)

su visais0 ≤ x < ∆n,γ . Tokiu b ūdu iš nelygybių (3.112)− (3.115) turime, kad

I2 ≤ c3Kn max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
exp

{
− d

2K2
n

n∑

k=1

C
(n)
k

−2

}
, (3.116)

kur c(γ) ≤ 192e2
√

2π · 24γ .

Pagaliau, remdamiesi lygybėmis (3.92) - (3.94) ir gautais įverčiais (3.100) ir (3.116), gauname

tikimybėsP(Zn ≥ x) = 1 − FZn(x) asimptotinio skleidinio liekamojo narioRn,γ , kai γ > 0

įvertį

Rn,γ ≤ T 2
n,γ exp

{
− 1

16π2
T 2

n,γ

}
+ c4(Kn/∆n)

× max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C1/4
ri

exp

{
− c3

2
1

K2
n

n∑

k=1

C
(n)
k

−2

}
, (3.117)

kur Tn,γ apibṙežtas lygybe (3.20) ir

c3 = (256(1 + 96 · 24γ))−1, c4 = 192e2
√

2π · 24γ . (3.118)

¥
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4 Skyrius

Atsitiktinių dydžių serijų schemoje

sumos skirstinio tankio funkcijos

asimptotiniai skleidiniai didžiųjų

nuokrypių zonose
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4.1 Pagrindiniai rezultatai

Skyrius skirtas nepriklausomų atsitiktinių dydžių (at.d.)ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . . , ξ

(n)
j , j = 1, 2, . . . , n

su vidurkiaisEξ
(n)
j = 0, ir dispersijomisσ(n)

j

2
= Eξ

(n)2

j sumos serijų schemoje tankio funkcijos

asimptotiniams skleidiniams gauti didžiųjų nuokrypių Kramerio ir laipsninėse Liniko zonose.

Žymėsime

Sn =
n∑

j=1

ξ
(n)
j , B2

n =
n∑

j=1

σ
(n)
j

2
, Zn =

Sn

Bn
, (4.1)

FZn(x) = P(Zn < x), pZn(x) =
d

dx
FZn(x). (4.2)

Rezultatus gausime remdamiesi didžiųjų nuokrypių 3 lema p.29, panaudoję kumuliantų metodą

ir charakteristinių funkcijų įveřcius. Šiame skyriuje gauti rezultatai yra išspausdinti straipsniuose:

1. Deltuvieṅe D. Atsitiktinių dydžių sumos serijų schemoje tankio funkcijos asimptotinis

skleidinys didžiųjų nuokrypių Kramerio zonoje, Lietuvos matematikos rinkinys, T.41, spec.nr.41,

Vilnius, MII: 2001, p. 620-625;

2. Deltuvieṅe D., Saulis L. Asymptotic Expansions of the Distribution Density in the Large

Deviations Zones for Sums of Independent Random Variables in the Series Scheme, Acta Appli-

candae Mathematicae T.78, Dortrecht, Kluwer Academic Publishers B.V., 2003, p. 87-97.

Norint pritaikyti didžiųjų nuokrypių 3 lemą, reikalingas at.d.Zn, kuris apibṙežtas formule

(4.1), k − tosios eilės kumuliantoΓk(Zn), k = 3, 4, . . . įvertis, kai at.d. ξ
(n)
j , j = 1, 2, . . . ,

tenkina apibendrintą S.Bernšteino sąlygą(Bγ): t.y. egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir K
(n)
j > 0 tokie,

kad

|E(ξ(n)
j )k| ≤ (k!)1+γ(K(n)

j )k−2σ
(n)
j

2
, k = 3, 4, . . . . (Bγ)

Kumulantų Γk(Zn) įvertis gautas 3 skyriuje, 1 teiginyje, p. 33.
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Toliau visur reikalausime, kad∆n →∞, kai n →∞, kur

∆n =
Bn

Kn
, Kn := 2 max

1≤j≤n
(K(n)

j ∨ σ
(n)
j ). (4.3)

Įrodant didžiųjų nuokrypių teoremas Kramerio zonoje, vartojami atsitiktiniai dydžiaiξ
(n)
j (h),

kurie yra sujungtiniai atsitiktiniams dydžiamsξ
(n)
j , su tankio funkcija

p
ξ
(n)
j (h)

(y) = ehyp
ξ
(n)
j

(y)
/∫ ∞

−∞
ehyp

ξ
(n)
j

(y)dy. (4.4)

Tegul

Sn(h) =
n∑

j=1

ξ
(n)
j (h), Zn(h) =

Sn(h)−Mn(h)
Bn(h)

, (4.5)

Mn(h) = ESn(h) =
∞∑

k=2

1
(k − 2)!

Γk(Sn)hk−1, (4.6)

B2
n(h) = DSn(h) =

∞∑

k=2

1
(k − 2)!

Γk(Sn)hk−2. (4.7)

Dydis h randamas iš lygybės (3.60). Kadangi at.d.ξ(n)
j yra nepriklausomi, tai normuoto ir cent-

ruoto at.d.Zn(h) charakteristiṅe funkcija yra

fZn(h)(t) = EeitZn(h) = exp

{
−it

Mn(h)
Bn(h)

}
n∏

j=1

f
ξ
(n)
j (h)

(t/Bn(h)). (4.8)

Tiriant at.d.Zn skirstinio tankįpZn(x) didžiųjų nuokrypių zonose, svarb ūs yra dydžiai:

∆n,γ = cγ∆1/(1+2γ)
n , cγ = 1/6(

√
2/6)1/(1+2γ), (4.9)

Tn,γ = 3/8(1− x/∆n,γ)∆n,γ , 0 ≤ x < ∆n,γ . (4.10)

Reikalausime, kad at.d.ξ(n)
j , j = 1, n egzistuotų tankisp

ξ
(n)
j

(x) ir

sup
x

p
ξ
(n)
j

(x) ≤ C
(n)
j < ∞. (D)

Tuo atveju, kai at.d.ξ(n)
j tankis neegzistuoja, tariame, kadC

(n)
j = ∞.
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T E I G I N Y S 3. Tegul serijų sekaξ(n)
j su vidurkiaisEξ

(n)
j = 0 ir dispersijomisσ2

j = Eξ
(n)
j

2
>

0, j = 1, 2, . . . , tenkina sąlygas(Bγ) ir (D), tuomet kiekvienam sveikajaml, l ≥ 1 intervale

0 ≤ x < ∆n,γ

galioja asimptotinis skleidinys

pn(x)
ϕ(x)

= exp {Lm,n(x)}
(

1 +
l−1∑

ν=0

Mν,n(x) + θ1(γ, l)
(

x + 1
∆n,γ

)l

+ R∗
n,γ

)
(4.11)

su liekamuoju nariu

R∗
n,γ =

2
π

∫ ∞

Tn,γ

|f∗n,γ(t)|dt, (4.12)

kur

f∗n,γ(t) =





s∑

k=0

(
3
2

)k xk

k!
f

(k)
Zn

(t), γ > 0,

fZn(h)(t), γ = 0.

(4.13)

Čia

Lm,n(x) =
∑

3≤k≤m

λk,nxk, m =





(1/γ) + l − 1, γ > 0,

∞ , γ = 0,

kur koeficientaiλk,n gaunami iš lygybės (2.8). DaugianariaiMν,n randami iš formulių

Mν,n(x) =
ν∑

k=0

Kk,n(x)qν−k,n(x), (4.14)

Kν(x) =
∑ ν∏

m=1

1
km!

(− λm+2x
m+2)m, K0(x) ≡ 1, (4.15)

qν,n(x) =
∑

Hν+2l,n(x)
ν∏

m=1

1
km!

(Γm+2(Zn)/(m + 2)!)km , (4.16)

q0(x) ≡ 1
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Čia sumuojama pagal visus sveikus ir neneigiamus lygtiesk1 + 2k2 + . . . + νkν = ν sprendinius

ir k1 + . . . + kν = l. ir Hm(x) - Čebyševo - Ermitom− tosios eilės polinomai

Hm(x) = (−1)m 1
ϕ(x)

dm

dxm
ϕ(x).

Atskiru atveju:

M0,n(x) ≡ 0, M1,n(x) = (−1/2)Γ3(Zn),

M2,n(x) = (1/8)
(
5Γ2

3(Zn)− 2Γ4(Zn))x2 + (1/24)
(
3Γ4(Zn)− 5Γ2

3(Zn)
)
,

M3,n(x) = (1/24)
(
34Γ3(Zn)Γ4(Zn)− 4Γ5(Zn)− 45Γ3

3(Zn)
)
x2

+ (1/48)
(
6Γ5(Zn)− 35Γ(Zn)Γ(Zn) + 35Γ(Zn)

)
x, . . . .

Dydisq(γ, l) apibrėžtas lygybe (2.22).

4.2 Asimptotinio skleidinio liekamojo nario įverčiai

Rasime asimptotinio skleidinio (4.11) liekamojo narioR∗
n,γ , apibṙežto lygybe (4.12) įveřcius,

kai γ = 0 (Kramerio) ir kaiγ > 0 (Liniko) zonose.

T E O R E M A 8. Tegul at.d.ξ(n)
j seka, suEξ

(n)
j = 0 ir σ

(n)
j

2
= Eξ

(n)
j

2
> 0, j = 1, 2, . . .

tenkina sąlygas(Bγ) , kai γ = 0 ir (D). Tada visiemsx

0 ≤ x < ∆n,0 (Kramerio zonoje)

galioja asimptotinis skleidinys (4.11) su liekamojo nario įverčiu

Rn,0 ≤ π2

2T 2
n,0

exp
{
− T 2

n,0

π2

}
+

(
C1Kn

∆n,0

)

× max
1≤j≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
exp

{
− c2

K2
n

n∑

j=1

1/C
(n)
k

2
}

, (4.17)

c2- teigiama konstanta.

59



T E O R E M A 9. Tegul at.d. ξ(n)
j = 0 suEξ

(n)
j = 0 ir σ

(n)
j

2
= Eξ

(n)
j

2
> 0, j = 1, 2, . . .

tenkina sąlygas(D), (Bγ), kai γ > 0, ir

lim
n→∞

1
(1 ∨ L1,n)∆n,γ

1
K2

n

n∑

j=1

C
(n)
j

−2 ≥ d > 0.

Tada su visaisx,

0 ≤ x < ∆n,γ (Liniko zonos)

galioja asimptotinis skleidinys (4.11) su liekamojo nario įverčiu

Rn,γ ≤ π2

Tn,γ
exp

{
− 1

16π2
T 2

n,γ

}
+

5π2x2

8
Tn,γ exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}

+ c4(γ)Kn max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
exp

{
− c3

2K2
n

n∑

k=1

C
(n)
k

−2
}

, (4.18)

čiaTn,γ , Kn apibrėžti lygybėmis(4.10), (4.3) ir c3 = (256(1+96.24γ))−1, c4(γ) = 192e2
√

2π.24γ .

4.2.1 8 teoremos įrodymas

Turime, kadξ
(n)
j (h) yra sujungtinis at.d. atsitiktiniam dydžiuiξ(n)

j , kurio tankio funkcija

apibṙežta formule (4.4). Nesunku įsitikinti, kad

Eξ
(n)
j (h) =

∞∑

k=2

1
(k − 1)!

Γk(ξ
(n)
j )hk−1, (4.19)

σ
(n)
j

2
(h) = Dξ

(n)
j (h) =

∞∑

k=2

1
(k − 2)!

Γk(ξ
(n)
j )hk−2, (4.20)

ir k − tosios eilės kumuliantas

Γk(ξ
(n)
j (h)) =

∞∑

l=k

1
(l − k)!

Γk(ξ
(n)
j )hk−2, k = 3, 4, . . . . (4.21)

Pasinaudojus 3 lema, p.29 bet kokiam at.d.ξ, 8 teoremos įrodymui reikia įvertinti integralą

I =
∫

|t|≥τn,0

|fZn(h)(t)|dt, (4.22)
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kur

τn,0 = (1/12)(1− x/∆n,0)∆n,0, ∆n,0 = c0∆n, c0 = (1/6)(
√

2/6),

čia∆n apibṙežtas lygybe (4.3).

Remiantis 6 lema, p.41, turime

|fZn(h)(t)| ≤ exp{−Ih,n(t/2π)},

Ih,n(t/2π) =
n∑

j=1

∫ ∞

−∞
sin2(πtx)p

ξ̃
(n)
j

(x)dx ≥ 4t2
n∑

j=1

∫

|x|≤1/2|t|
x2p

ξ̃
(n)
j (h)

(x)dx

= 4t2B2
n(h)ln(1/2|t|), (4.23)

kur

ln(Nn(h)) = B−2
n (h)

n∑

j=1

(∫ ∞

−∞
x2dF

ξ̃
(n)
j (h)

(x)− 2
∫ ∞

Nn(h)
x2dF

ξ̃
(n)
j (h)

(x)
)

= 2
(

1− 1
B2

n(h)

n∑

j=1

∫ ∞

Nn(h)
x2dF

ξ̃
(n)
j (h)

(x)
)

(4.24)

= 2
(
1− B2

n(h)L4,n(h)
N2

n(h)

)
.

Žinant, kadE(ξ(n)
j (h)−Eξ

(n)
j )4 = Γ4(ξ

(n)
j (h)) + 3σ(n)

j

4
(h), randame

L4,n(h) ≤ Γ4(Sn(h))
B4

n(h)
+ 3 max

1≤j≤n

σ
(n)
j

2
(h)

B2
n(h)

. (4.25)

Toliau, remiantis lygybe (4.20), kai0 ≤ h ≤ ∆n/12Bn = 1/12Kn, gauname

σ
(n)
j

2
(h) = σ

(n)
j

2
(

1 + θ
∞∑

k=3

k(k − 1)
(

hBn

∆n

)k−2)
= σ

(n)
j

2
(1 + θ(5/8)). (4.26)

Remiantis lygybe (4.25), nesunku įsitikinti, kad

|Γ4(Sn(h))/B4
n(h)| ≤ 18, 2(Bn/∆n)2/B2

n(h). (4.27)

Atsižvelgę į nelygybes (4.25) ir (4.27), gauname

L4,n(h)B2
n(h) ≤ 18, 2(Bn/∆n)2.
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Tegul Nn(h) = 6, 2(Bn/∆n). Taip parinkusNn(h) ir remiantis lygybe (4.24), kad gauname

ln(Nn(h)) ≥ 1. Tuomet

|fZn(h)(t)| ≤ exp{−t2/π2}, |t| ≤ Tn, Tn = πBn(h)∆n/(6, 2Bn). (4.28)

Dabar integraląI, apibṙežtą lygybe (4.22) suskaidome į du integralusI = I1 + I2,

I1 =
∫

τn,0≤|t|≤Tn

|fZn(h)(t)|dt, I2 =
∫

|t|≥Tn

|fZn(h)(t)|dt.

Iš (4.28), gauname

I1 =
∫

τn,0≤|t|≤Tn

|fZn(h)(t)|dt ≤ (π2/2τn) exp{−τ2
n/π2}. (4.29)

Remiantis 7 lema, p.42 funkcijaiIh,n(t), apibṙežtai lygybe (4.23), visiemst ∈ [t(n)
k , t

(n)
k+1] galioja

įvertis

Ih,n ≥ 2ln(Nn(h))(t− t
(n)
k0

)2B2
n(h),

kur (6Nn(h))−1 ≤ t
(n)
k+1 − t

(n)
k ≤ (4Nn(h))−1, ir t

(n)
k0

fiksuotamn lygus t
(n)
k arbat

(n)
k+1 prik-

lausomai nuot. Tegul Ih,n(t) = 1
4Ih,n(t) + 3

4Ih,n(t). Tuomet remdamiesi 6 lema ir 7 lema,

gauname

I2 =
∫ ∞

Tn

|fZn(h)(t)|dt = 2πBn(h)
∫

(2Nn(h))−1≤|t|<∞
|fSn(h)(2πt)|dt

≤ 2πBn(h)
∫

(2Nn(h))−1≤|t|<∞
exp { − Ih,n(t)− Ih,4(t)}|fS4(h)(2πt)|dt

≤ 2πe4Bn(h) exp
{
− 3

4
Mn(h)

}∑

k

∫ t
(n)
k+1

t
(n)
k

exp
{
− 1

2
(t− t

(n)
k0

)2B2
n(h)

}
|fS4(h)(2πt)|dt

≤ 2πe4
√

2π exp
{
− 3

4
Mn(h)

}
Un(h), (4.30)

čia

Mn(h) ≥ c3

K2
n

n∑

j=1

(C(n)
j )−2, c3 > 0 (4.31)
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ir Un(h), remiantis Koši nelygybe

Un(h) =
∑

k

sup
t
(n)
k <t<t

(n)
k+1

|fS4(h)(2πt)|

≤
4∏

i=1

(∑

k

sup
t
(n)
k <t<t

(n)
k+1

|fξi(h)(2πt)|4
)1/4

.

Dabar, remdamiesi 8 lema, p.42 ir laikydami, kadgj(t) := |fξj(h)(2πt)|2, gauname

|gj(t + l)− gj(t)| =
∣∣∣
∫ ∞

−∞
exp {2πi(t + l)y}pξ̃j(h)(y)dy

−
∫ ∞

−∞
exp {2πity}pξ̃j(h)(y)dy

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ ∞

−∞
exp {2πity}( exp{2πily} − 1)pξ̃j(h)(y)dy

∣∣∣

≤ 2πl
(∫ ∞

−∞
y2pξ̃j(h)(y)dy

)1/2
= 2

√
2πσ

(n)
j (h)l.

Vadinasi, funkcija|fξj(h)(2πt)|2 tenkina Lipšico sąlygą (3.49) su konstantaKj(h) = 2
√

2πσ
(n)
j (h)

ir Vj(h) =
∫∞
−∞ gj(t)dt = pξ̃j(h)(0) ≤ Cj , j = 1, 2, 3, 4. Prisiminę, kadNn(h) = 6.2(Bn/∆n),

σ
(n)
j (h) ≤ 1.75σ̃(n)

j su visais|h| ≤ ∆n/(12Bn) ir remiantis 8 lema, p.42, gauname

Un(h) ≤
4∏

i=1

(∑

k

sup
t
(n)
k <t<t

(n)
k+1

|fξi(h)(2πt)|4
)1/4

≤ 372Kn

4∏

i=1

(
(4 + 1.75

√
2πσ

(n)
i (6.7Kn)−1)C(n)

i

)1/4
= 172Kn

4∏

i=1

C
(n)
i

1/4
(4.32)

Taigi, pasinaudoję nelygybėmis (4.30) - (4.32), turime

I2 =
∫

Tn≤|t|<∞
|fZn(h)(t)|dt ≤ 684e4π

√
2πKn max

1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4

× exp
{
− c3

K2
n

n∑

j=1

1

C
(n)
j

2

}
. (4.33)

Remiantis nelygyḃemis (4.30) ir (4.33), gauname teoremos tvirtinimą.

¥
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4.2.2 9 teoremos įrodymas

Norint įrodyti TEOREMĄ 9, reikia įvertinti asimptotinio skleidinio (4.11) liekamąjį narį

R∗
n,γ =

∫ ∞

Tn,γ

|f∗n,γ(t)|dt =
∫ ∞

Tn,γ

s∑

k=0

1
k!

(
3x

2

)k

|f (k)
Zn

(t)|dt, γ > 0, (4.34)

f
(k)
Zn

(t) - at.d.Zn ch.f. k-toji išvestiṅe,f (0)
Zn

(t) = fZn(t).

Pirmiausia rasime at.d.Zn ch.f. l − tosios išvestiṅesf
(l)
Zn

(t) įvertį. Remiantis 5 teoremos

įrodyme gautais pažyṁejimais ir įveřciais (3.78) - (3.85), bei 8 lema, p.42, gauname

|f (l)
Zn

(t)| ≤ c(l)(1 + (|t|l ∧ Ll
1,n) + Ll,n)

× max
1≤k1 6=...6=kl≤n

|fZn,k1,...,kl
(t)|, l = 3, 4, . . . . (4.35)

Prisiminus, kadNn = 4BnL3,n, srityje |t| ≤ 1
4πL−1

3,n, gauname charakteristinės funkcijos

l − tosios išvestiṅes įvertį

|f (l)
Zn

(t)| ≤ c1(l)(1 + |t|l ∧ L1,n + Ll,n) exp
{
− t2

π2

}
, l = 3, 4, . . . , (4.36)

kur c1(l) = c(l) exp{l/2}. TarkimeTn = (π/4)L−1
3,n ir Tn,γ/2 = 1/4(1 − x/∆n,γ)∆n,γ .Tada

imkime

∫ ∞

Tn,γ

|f∗n,γ(t)dt = I3 + I4, (4.37)

kur

I3 =
s∑

l=0

1
l!

(
3x

2

)l ∫ Tn

Tn,γ

|f (l)
Zn

(t)|dt, (4.38)

I4 =
s∑

l=0

1
l!

(
3x

2

)l ∫ ∞

Tn

|f (l)
Zn

(t)|dt. (4.39)

IntegraląI3 suskaidysime į keturis

I3 = I
(0)
3 + I

(1)
3 + I

(2)
3 + I

(3)
3 , (4.40)
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kur

I
(0)
3 =

∫ Tn

Tn,γ/2
|fZn(t)|dt ≤

∫ Tn

Tn,γ/2
exp{−t2/π2}dt ≤ π2

2Tn,γ
exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
; (4.41)

I
(1)
3 =

3x

2

∫ Tn

Tn,γ

|f (1)
Zn

(t)|dt ≤ 3
√

ex

2

∫ Tn

Tn,γ

(t ∧ L1,n) exp{−t2/π2}dt

≤ 3
√

eπ2x

2
exp{− 1

π2
(Tn,γ/2)2; (4.42)

I
(2)
3 =

1
4

(
3x

2

)2 ∫ Tn

Tn,γ/2
|f (2)

Zn
(t)|dt ≤ 9ex2

16

∫ Tn

Tn,γ/2
(1 + (t2 ∧ L2

1,n))

× exp{− t2

π2
}dt ≤ 9eπ2x2

32

(
Tn,γ/2 +

π2

2Tn,γ

)
exp

{
− 1

π2
(Tn,γ/2)2

}
; (4.43)

I
(3)
3 =

s∑

l=3

1
l!

(
3x

2

)l ∫ Tn

Tn,γ/2
|f (l)

Zn
(t)|dt ≤

s∑

l=3

1
l!

(
3x

2

l
)

c1(l)

×
∫ Tn

Tn,γ/2
(1 + (|t|l ∧ Ll

1,n) + Ll,n) exp
{
− 1

π2
t2

}
dt ≤ π2

2Tn,γ/2

s∑

l=3

1
l!

(
3
√

ex

4

)l

× exp
{

1 +
(

Ll
1,n ∧ ((Tn,γ/2)l + (π/

√
2)l)

)
+ (l − 2)!/(3, 8∆n,γ)l−2

}

× exp
{
− 1

π2
(Tn,γ/2)2

}
≤ π2

2Tn,γ/2
exp

{
− 1

16π2
(Tn,γ/2)2

}

+
Tn,γ/2
48π2

exp
{
− 1

π2
(Tn,γ/2)2

}
, (4.44)

su visais1 ≤ x ≤ 5(Tn,γ/2)/(8π2√e). Remdamiesi įveřciais (4.41) - (4.44) gauname

I3 ≤ π2

Tn,γ
exp

{
− 1

16π2
T 2

n,γ

}
+

5π2x2

8
Tn,γ exp

{
− 1

π2
T 2

n,γ

}
. (4.45)

Dabar, remdamiesi lygybe (3.78) irIj(t) išraiška (3.35), rasime integraloI4, apibṙežto lygybe

(4.39) įvertį. Iš pradžių įvertinsime integralą

Ĩ4 =
∫

|t|≥Tn

|fZn,k1,...,kj
(t)|dt, j ≤ l, l = 0, 1, . . . , s. (4.46)

Ĩ4 ≤ 2πBn

∫

|t|≥1/2Nn

4∏

r=1

′′|fξri
(2πt)|

n−j−4∏

i=1

′|fξli
(2πt)|dt

≤ 2πBn

∫

|t|≥1/2Nn

exp{−[In(t)− (Ik1(t) + . . . + Ikj (t))
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+ Ir1(t) + . . . + Ir4(t)]}
4∏

i=1

′′|fξi
(2πt)|dt ≤ 2πBn exp

{
j + 4

2

}

×
∫

|t|≥1/2Nn

exp{−In(t)}
4∏

i=1

′′|fri(2πt)|dt. (4.47)

Čia
∏′′- sandauga visųri, i = 1, 2, 3, 4, kurie nesutampa suk1, k2, . . . , kj ;

∏′- sandauga visų

indeksųli, kurie nesutampa nei suk1, . . . , kj nei sur1, r2, r3, r4. Remiesi 7 lema ir 8 lema, p.42,

suskaidžius integraląIn(t) į dvi dalis In(t) = 3
4In(t) + 1

4In(t), ir pasinaudoję nelygybe (4.47),

randame

Ĩ4 ≤ 2πBn exp
{

j + 4
2

}
exp

{
− 3

4
Mn

}

×
∑

k

∫ t
(n)
k+1

t
(n)
k

exp
{
− 1

2
(t− t

(n)
k0

)2B2
n

} 4∏

i=1

′′|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|dt

≤ π
√

2π exp
{

j + 4
2

}
exp

{
− 1

4
Mn

}
Un, (4.48)

kur t
(n)
k0 , bet kokiamn priklausomai nuot ir yra lygust

(n)
k arbat

(n)
k+1,

Mn ≥ (1/256)
n∑

j=1

(
(σ(n)

j

2
+ N2

n)C(n)
j

2)−1
, (4.49)

Un :=
∑

k

sup
t
(n)
k ≤t≤t

(n)
k+1

4∏

i=1

′′|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|

≤
4∏

i=1

′′
( ∑

k

sup
t
(n)
k ≤t≤t

(n)
k+1

|f
ξ
(n)
ri

(2πt)|4
)1/4

.

Dabar, pasiṙemę (4.35), (4.39), (4.48) irUn įverčiu (3.104), gauname

Ĩ4 ≤ 24π
√

2π exp
{

j + 4
2

}
Nn

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
(

1 +
πσ

(n)
ri

2
√

2Nn

)1/4

× exp
{
− c2

n∑

j=1

1

(σ(n)
j

2
+ N2

n)C(n)
j

2

}
. (4.50)

Dabar į išraišką (4.39) įstatę įvertį (4.50), gauname integraloI4 įvertinimą

I4 ≤ 24π
√

2πe2Nn max
1≤ri≤s+4

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
(

1 +
πσ

(n)
ri

2
√

2Nn

)1/4 s∑

k=0

1
l!

(
3
√

ex

4

)l
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× (1 + Ll
1,n + Ll,n) exp

{
− d

n∑

j=1

1

(σ(n)
j

2
+ N2

n)C(n)
j

2

}
, (4.51)

kur d apibṙežtas lygybe (3.111). Pagaliau, prisiminę lygybes (4.38), (4.39) ir remiantis įverčiais

(4.45) ir (4.51), gauname

∫ ∞

Tn,γ

|f∗n(t)|dt =
s∑

l=0

1
l!

(
3x

2

)l ∫ ∞

Tn,γ

|f (l)
Zn

(t)|dt

≤ 5eπTn,γx2

16
exp

{
− (T 2

n,γ)
π2

}
+

π2

Tn,γ
exp

{
− 1

16π2
(Tn,γ)2

}

+ 42π
√

2πe2Nn max
1≤ri≤n

4∏

i=1

C(n)
ri

1/4
(

1 +
πσ

(n)
ri

2
√

2Nn

)1/4

× exp
{
− d

n∑

k=1

1

(σ(n)
k

2
+ N2

n)C(n)
k

2

}
. (4.52)
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5 Skyrius

Bendrųjų teoremų taikymai

5.1 Diskontavimo ribinės teoremos

5.1.1 Santrauka

Skyrius skirtas nepriklausomų, vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių (at.d.) sekosXj ,

j = 0, 1, 2, . . . su vidurkiaisEXj = µ, ir dispersijomisσ2 = EX2
j diskontavimo didžiųjų

nuokrypių ribinių teoremų įrodymui. Šio skyriaus rezultatai yra išspausdinti straipsnyje:

Saulis L., Deltuvieṅe D. The discounted limit theorems for large deviations, Lietuvos matema-

tikos rinkinys, T.43, spec. nr. 43, Vilnius, MII, 2003, p. 703 - 708.

TegulX0, X1, X2, . . . nepriklausomų at.d. seka su ta pačia pasiskirstymo funkcijaF (x)

ir v bus diskontavimo faktorius(0 < v < 1). Apibrėžkime

Sv =
∞∑

k=0

vkXk. (5.1)
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Tarkime, kad pirmieji trys at.d.Xk momentai yra baigtiniai:

µ =

∞∫

−∞
xdF (x) < ∞,

σ2 =

∞∫

−∞
(x− µ)2dF (x) < ∞, (5.2)

ρ =

∞∫

−∞
|x− µ|3dF (x) < ∞.

Tada nesunku įsitikinti, kad at.d.Sv vidurkis ir dispersija atitinkamai yra

ESv = µ(1− v)−1, DSv = σ2(1− v2)−1, (5.3)

Toliau nagriṅesime centruotą, normuotąjį at.d.

Zv = σ−1(1− v)
1
2 (Sv − µ(1− v)−1), (5.4)

kurio vidurkisEZv = 0 ir dispersijaDZv = (1+v)−1. At.d. Zv pasiskirstymo funkciją žyṁesime

Fv(x) ir nagriṅesime normalųjį skirstinį su nuliniu vidurkiu ir dispersija(1 + v)−1

Nv(x) =
(

1 + v

2π

) 1
2

x∫

−∞
exp

{
− 1 + v

2
y2

}
dy. (5.5)

Hans U.Gerber darbe [19] įrodė Berry-Esseen teoremą, kai at.d. taikomas diskontavimas: jei

tenkinamos sąlygos(5.2), tai visiemsx yra teisinga nelygyḃe

|Fv(x)−Nv(x)| ≤ 5.4(ρ/σ3)(1− v)
1
2 . (5.6)

Mes nagriṅesime tikimyḃesP(Zv ≥ x), kai x = xv → ∞, v → 1, asimptotinį skleidinį,

t.y. įrodysime didžiųjų nuokrypių teoremas at.d.Zv apibṙežtam lygybe(5.4), remdamiesi ku-

muliantų metodu, kai at.d.X0 centriniai momentaiE(X0 − µ)s tenkina apibendrintą Bernšteino

sąlygą(B̂γ):

egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir K > 0 tokie, kad

|E(X0 − µ)s| ≤ (s!)1+γKs−2σ2, s = 3, 4, . . . . (B̂γ)
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5.1.2 Didžiųjų nuokrypių diskontavimo versija

Pažyṁekime

∆v =
σ

2(K ∨ σ)
(1− v)−

1
2 , ∆v(γ) = cv(γ)∆

1
1+2γ
v , (5.7)

kur cv(γ) = (1/6)(
√

2/(6(1 + v)1+γ))1/(1+2γ) ir a ∨ b = max{a, b}.

T E O R E M A 10. Tegul Xk at.d. suEXk = µ ir σ2 = E(Xk − µ)2, k = 0, 1, 2, . . .

tenkina sąlygą(B̂γ), tai at.d.Zv, apibrėžto lygybe(5.4), pasiskirstymo funkcijaiFv(x) intervale

0 ≤ x < ∆v(γ) galioja didžiųjų nuokrypių lygybės

1− Fv(x)
1−Nv(x)

= exp {Lγ(x)}
(

1 + θ1f(x)
x + 1
∆v(γ)

)
,

Fv(−x)
Nv(−x)

= exp {Lγ(−x)}
(

1 + θ2f(x)
x + 1
∆v(γ)

)
. (5.8)

Čia

f(x) =
60

(
1 + (1 + v)∆2

v(γ) exp
{
− (1− x∆v(γ))

√
∆v(γ)

})

(1− x/∆v(γ))
,

Lγ(x) =
∑

3≤k<p

λkx
k + θ(x/∆v(γ)), p =





(1/γ) + 2, γ > 0,

∞, γ = 0.

(5.9)

Koeficientaiλk išreiškiami per at.d.Zv kumuliantus ir gaunami iš formulėsλk = −bk−1/k, kur

bk yra apibrėžti lygybe (2.9). Atskiru atveju:

b1 = Γ−1
2 (Zv) = 1 + v, b2 = −1

2
(1 + v)3Γ3(Zv),

b3 = −1
6
(1 + v)4(Γ4(Zv)− 3(1 + v)Γ2

3(Zv)),

b4 = − 1
24

(1 + v)5(Γ5(Zv)− 10(1 + v)Γ3(Zv)Γ4(Zv) + 15(1 + v)2Γ3
3(Zv)),

Koeficientaiλk tenkina nelygybę

|λk| ≤ 2(1 + v)
k

(
16(1 + v)

∆v

)k−2

((k + 1)!)γ , k = 3, 4, . . . , (5.10)
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todėl

Lγ(x) ≤ (1 + v)x2

2
x

x + 8∆v(γ)
, Lγ(−x) ≥ −(1 + v)x3

3∆v(γ)
. (5.11)

T E O R E M A 11. Tegul at.d. Xk, k = 0, 1, 2, . . . tenkina sąlygą(B̂γ), tai pasiskirstymo

funkcijai Fv(x), visiemsx ≥ 0, x = o(∆ν
v), kur ∆v apibrėžta lygybe(5.7) ir ν = ν(γ) =

(1 + 2 max{1, γ})−1, teisingos lygybės

lim
v→1

1− Fv(x)
1−Nv(x)

= 1, lim
v→1

Fv(−x)
Nv(−x)

= 1. (5.12)

Atskiru atveju, kaiγ = 0, lygybės(5.12) teisingos su visaisx ≥ 0, x = o((1− v)−
1
6 ).

T E O R E M A 12. Tegul at.d.Xk, k = 0, 1, 2, . . . tenkina sąlygą(B̂γ), tai tikimybeiP(±Zv ≥

x), suHv = 21+γ(1+v+v2)−1 ir ∆v = σ
2(K∨σ)(1−v)−

1
2 yra teisingos eksponentinės nelygybės

P(± Zv ≥ x) ≤





exp
{
− 1

4Hv
x2

}
, 0 ≤ x ≤ (H1+γ

v ∆v)
1/(1+2γ),

exp
{
− 1

4(x∆v)
1/(1+γ)

}
, x ≥ (H1+γ

v ∆v)
1/(1+2γ).

(5.13)

5.1.3 10− 12 teoremų įrodymai

Teoremas įrodysime remdamiesi kumuliantų metodu, kurį pasi ūlė V. Statulevǐcius ir išpl̇etojo R.

Rudzkis, L. Saulis, V. Statulevičius [53], [60], [63]. Tegulf(t) = E exp{itXk} yra at.d. Xk,

k = 0, 1, 2, . . . charakteristiṅe funkcija. Tuomet, žinodami, kad at.d.Sv iš apibṙežimo(5.1) ir

atsižvelgę į tai, kad at.d.Xk, k = 0, 1, 2, . . . yra nepriklausomi, gauname at.d.Zv charakteristiṅes

funkcijosfZv(t) išraišką:

fZv(t) = E exp{itZv} = E exp {itσ−1(1− v)
1
2 (Sv − µ(1− v)−1)}

= exp { − itµσ−1(1− v)−
1
2 }E exp {itσ−1(1− v)

1
2 Sv}

= exp { − itµσ−1(1− v)−
1
2 }

∞∏

k=0

f(σ−1(1− v)
1
2 vkt). (5.14)
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Iš čia

ln fZv(t) = −itµσ−1(1− v)−1/2 +
∞∑

k=0

ln f(σ−1(1− v)
1
2 vkt). (5.15)

Atsitiktinio dydžioZv, s− tosios eilės kumulantas

Γs(Zv) :=
1
is

ds

dts
ln fZv(t)

∣∣∣
t=0

, s = 1, 2, . . . . (5.16)

Tuomet, remdamiesi lygybe(5.15), gaunameΓ1(Zv) = EZv = 0,

Γs(Zv) =
(

(1− v)1/2

σ

)s 1
1− vs

Γs(X0), s = 2, 3, . . . . (5.17)

Atskiru atveju:

Γ2(Zv) = DZv = (1 + v)−1

Γ3(Zv) =
(1− v)1/2

1 + v + v2

Γ3(X0)
σ3

=
(1− v)1/2

1 + v + v2

E(X0 − µ)3

σ3
, . . . .

Norint įrodyti teoremas, reikia įvertintiΓs(Zv), s = 3, 4, . . ..

T E I G I N Y S 4. Jei at.d.Xk, k = 0, 1, 2, . . . suEXk = µ ir σ2 = E(Xk−µ)2 tenkina sąlygą

(B̂γ), tai

|Γs(Zv)| ≤ 1
1 + v + v2

(s!)1+γ

∆s−2
v

, s = 3, 4, . . . , (5.18)

kur

∆v =
1

2(K ∨ σ)
σ√

1− v
.

Įrodymas. Remdamiesi 3.1 lema [60] ir sąlyga(B̂γ) bei pasteḃeję, kadΓs(X0−EX0) = Γs(X0),

s = 2, 3, . . ., gauname

|Γs(X0)| ≤ (s!)1+γ(2(K ∨ σ))s−2σ2, s = 3, 4, . . . . (5.19)
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Dabar pasinaudoję at.d.Zv, s − tosios eilės kumuliantoΓs(Zv), s = 3, 4, . . . išraiška(5.17),

turime

|Γs(Zv)| ≤ (s!)1+γ

1− vs

(
(1− v)1/2

σ

)s

(2(K ∨ σ))s−2σ2 ≤

(1− v)s/2(s!)1+γ

1− v3

(
2(K ∨ σ)

σ

)s−2

=
1

1 + v + v2

(s!)1+γ

∆s−2
v

, (5.20)

kur ∆v apibṙežtas lygybe(5.7).

¥

10 teoremos įrodymas. Pirmiausia pastebėsime, kadFv(x) = P(Zv < x) = P(Z∗v < xv),

kur

Z∗v = (DZv)−1/2Zv = (1 + v)1/2Zv, xv = (1 + v)1/2x. (5.21)

Be to,

Φ(xv) =
1√
2π

∫ xv

−∞
exp

{
− 1

2
y2

}
dy = Nv(x), (5.22)

kurNv(x) apibṙežtas lygybe (5.5). Turėdami at.d.Z∗v su vidurkiuEZ∗v = 0 ir dispersijaDZ∗v = 1,

s− tosios eilės kumuliantų apibrėžimąΓs(Z∗v ) = (1 + v)s/2Γs(Zv), s = 1, 2, . . . ir remdamiesi

įverčiu (5.18), gauname

|Γs(Z∗v )| ≤ (1 + v)s/2

1 + v + v2

(s!)1+γ

∆s−2
v

≤ (s!)1+γ

(∆∗
v)s−2

, s = 3, 4, . . . , (5.23)

kur ∆∗
v = (1 + v)−1/2∆v. Vadinasi, kai at.d.ξ = Z∗v , tenkina sąlygą(Sγ) 1 lemoje [60, p.22],

imame∆ = ∆∗
v = (1+v)−1/2∆v. Toḋel, remdamiesi šia lema ir įverčiais(5.19), (5.20), gauname

10 teoremos tvirtinimą.

¥
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11 teoremos įrodymas. Pirmiausia pastebėsime, kad

∆v =
σ

2(K ∨ σ)
1

(1− v)1/2
−→∞, v → 1. (5.24)

Tuomet iš 10 teoremos, nesunku įsitikinti, kad su visaisx = o(∆ν
v), kur ν = ν(γ) = (1 +

2 max{1, γ})−1,

x

∆v(γ)
=

1
cv(γ)

o
(
∆2(γ−max{1,γ})/((1+2γ)(1+2max{1,γ}))

v

)
→ 0, (5.25)

nesγ−max{1, γ} ≤ 0 su visaisγ ≥ 0. Remiantis 10 teoremos tvirtinimu, reikia parodyti, kad su

visaisx = o(∆ν
v), Lγ(x) → 0. PrisiminęLγ(x) išraišką (5.9) ir pasinaudoję at.d.Zv kumuliantų

Γs(Zv) įverčiais (5.18), gauname

|λ3x
3| =

1
6
(1 + v)3|Γ3(Zv)x3| ≤ 1 + v)26γ

∆v
o(∆3ν

v )

= (1 + v)26γo(∆2(1−max{1,γ})/(1+2max{1,γ})
v ) → 0, (5.26)

nes1−max{1, γ} ≤ 0.

¥

12 teoremos įrodymas. Pirmiausia pastebėsime, kadΓ2(Zv) = DZv = (1+v)−1 < Hv, kur

Hv = 21+γ(1 + v + v2)−1. Tada, remdamiesi at.d.Zv, kurio vidurkisEZv = 0, s− tosios eilės

kumuliantųΓs(Zv), s ≥ 3, įverčiu (5.20) turime

|Γs(Zv)| ≤
(s!

2

)1+γ Hv

∆s−2
v

, s = 2, 3, . . . . (5.27)

Dabar, pritaikę 2.4 lemą [60, p.31], imdami at.dξ = Zv ir gauname nelygybes (5.13), kaiH = Hv

ir ∆̄ = ∆v, kur ∆v apibṙežtas lygybe(5.7).

¥
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5.2 Atsitiktinių dydžių sumavimas su svoriais

TegulX1, X2, . . . , Xn - nepriklausomi, nevienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai (at.d.) su

vidurkiu, kurį, nemažindami bendrumo, laikysime lygų nuliui, t.y.EXj = 0, teigiama dispersija

σ2
j = EX2

j > 0 ir anj - neneigiami pastov ūs dydžiai.

Pažyṁesime:

ξ
(n)
j = anjXj , j = 1, 2, . . . , n, (5.28)

tada

S̃n =
n∑

j=1

anjXj , B̃2
n =

n∑

j=1

a2
njσ

2
j , Z̃n =

S̃n

B̃n

, (5.29)

FZ̃n
(x) = P(Z̃n < x), pZ̃n

(x) =
d

dx
FZ̃n

(x), (5.30)

T E I G I N Y S 5. Tegul nepriklausomi, nevienodai pasiskirstę at.d.Xj , j = 1, 2, . . ., su

EXj = 0 ir σ2
j = EX2

j tenkina sąlygą(B̃γ): egzistuoja dydžiaiγ ≥ 0 ir K > 0 tokie, kad

|EXk
j | ≤ (k!)1+γKk−2σ2

j , k = 3, 4, . . . , (B̃γ)

tuomet at.d.Z̃n, k − tosios eilės kumuliantuiΓk(Z̃n) galioja įvertis

|Γk(Z̃n)| ≤ (k!)1+γ

∆̃k−2
n

, k = 3, 4, . . . , (S̃γ)

kur

∆̃n =
B̃n

K̃n

, K̃n = max
1≤j≤n

(2anj{K ∨ σ}). (5.31)

ĮRODYMAS . Pasteḃesime, kadES̃n = 0, EZ̃n = 0 ir DZ̃n = 1. Nagriṅesime sumos̃Sn

charakteristinę funkcijąfS̃n
(t) ir, remdamiesi tuo, kad at.d.ξ(n)

j , j = 1, 2, . . . yra nepriklausomi,
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gauname

fS̃n
(t) = EeitS̃n = Eeit(an1ξ

(n)
1 +...+annξ

(n)
n ) = E

(
eitan1ξ

(n)
1 × . . .× eitannξ

(n)
n

)

= Eei(tan1)ξ
(n)
1 × . . .×Eei(ann)ξ

(n)
n =

n∏

j=1

f
ξ
(n)
j

(anjt). (5.32)

Imame charakteristiṅes funkcijos logaritmą

ln fS̃n
(t) =

n∑

j=1

ln f
ξ
(n)
j

(anjt)

ir randamek − tosios eilės išvestinę

(
ln f

ξ
(n)
j

(anj)
)(k)

=
n∑

j=1

(
ln f

ξ
(n)
j

(anjt)
)(k)

,

prisiminęk − tosios eilės kumulianto apibrėžimą, turime

Γk(S̃n) =
1
ik

(
ln fS̃n

(t)
)(k)

∣∣∣∣
t=0

. (5.33)

Taigi gauname, kad

Γk(S̃n) =
n∑

j=1

ak
njΓk(ξ

(n)
j ). (5.34)

Dabar rasime at.d.̃Sn, k − tosios eilės kumulianto įvertį

|Γk(S̃n)| ≤
n∑

j=1

|Γk(ξ
(n)
j )| =

n∑

j=1

ak
nj |Γk(Xj)|

≤
n∑

j=1

ak
nj(k!)1+γ(2max{K,σj})k−2σ2

j (5.35)

= (k!)1+γ
n∑

j=1

(2anj{K ∨ σj})k−2a2
njσ

2
j ≤ (k!)1+γK̃k−2

n B̃2
n.

Vadinasi, at.d.Z̃n, k − tosios eilės kumulianto įvertis

|Γk(Z̃n)| =
|Γk(S̃n)|

B̃k
n

≤ (k!)1+γK̃k−2
n B̃2

n

B̃k
n

=
(k!)1+γ

∆̃k−2
n

, k = 3, 4, . . . , (5.36)
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kur ∆̃k−2
n :=

(
B̃n

K̃n

)k−2
, o B̃n ir K̃n atitinkamai apibṙežti lygyḃemis (5.29) ir (5.31).

¥

T E I G I N Y S 6. Tegul at.d.Xj , j = 1, n su vidurkiuEXj = 0 ir dispersijaσj = EX2
j > 0

egzistuoja skirstinio tankispXj (x), ir supx pXj (x) < C, tuomet at.d. ξ
(n)
j = anjXj , tankis

p
ξ
(n)
j

(x) tenkina nelygybę

sup
x

p
ξ
(n)
j

(x) ≤ Cj

anj
. (D̃)

Tuomet, kai at.d.ξ(n)
j tankis neegzistuoja, tarsime, kadCj = ∞.

Įrodymas. At.d. ξ
(n)
j := anjXj vidurkis Eξ

(n)
j = 0 ir dispersijaDξ

(n)
j

2
= a2

njEX2
j =

a2
njσ

2
j . Remdamiesi formule

p
ξ
(n)
j

(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eitxf

ξ
(n)
j

(t)dt

ir pasteḃeję, kadf
ξ
(n)
j

(t) = Eeitξ
(n)
j = EeitanjXj = fXj (anjt) bei padarę pakeitimąanjt = y,

gauname

p
ξ
(n)
j

(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e
−i y

anj
x
fXj (y)

dy

anj
=

1
2π

1
anj

∫ ∞

−∞
e
− itx

anj fXj (y)dy

=
1
2π

1
anj

∫ ∞

−∞
e
−it x

anj fXj (t)dt =
1

anj
pXj

(
x

anj

)
.

ČiapXj

(
x

anj

)
ir yra at.d.Xj skirstinio tankis tik ne taškex, o taškex/anj . Iš to seka, kad

sup
x

p
ξ
(n)
j

(x) =
1

anj
sup

x
pXj

(
x

anj

)
≤ Cj

anj
.

¥

Remdamiesi 2 tvirtinimu, kaiZn = Z̃n ir, pareikalavę, kad b ūtų įvykdyta sąlyga(B̃γ), rasime

tikimybėsP(Z̃n ≥ x) = 1− FZ̃n
(x) asimptotinio skleidinio liekamojo nario

Rn,γ =
∫ Tn

T̃n,γ

|fn,γ(t)|dt

t
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įverčius, kaiγ = 0 (Kramerio zonoje) ir, kaiγ > 0 (laipsniṅese Liniko zonose).̌Cia

T̃n,γ = (3/8)(1− x/∆̃n,γ)∆̃n,γ , ∆̃n,γ = ∆n,γ = cγ∆1/(1+2γ)
n ,

cγ = (1/6)(
√

2/6)1/(1+2γ), ∆n = ∆̃n,

∆̃n apibṙežtas lygybe (5.32).

T E O R E M A 13. Tegul nepriklausomi, nevienodai pasiskirstę at.d.Xj , su vidurkiuEXj =

0 ir dispersija σ2
j = EX2

j > 0 tenkina sąlygas(B̃γ) ir (D̃), tuomet at.d.Zn = Z̃n galioja

asimptotiniai skleidiniai(3.21) ir (4.11) su liekamojo nario įverčiais(3.27) ir (3.28) bei (4.17)

ir (4.18) su

C
(n)
j = C̃

(n)
j =

Cj

anj
, ∆n = ∆̃n =

B̃n

K̃n

,

Kn = K̃n = max
1≤j≤n

(2anj{K ∨ σ}).
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Pagrindiniai rezultatai ir išvados

• Gautas nepriklausomų, nevienodai pasiskiršciusių atsitiktinių dydžių normuotos sumos

serijų schemoje, skirstinio asimptotinis skleidinys su optimaliu liekamojo nario įveřciu didžių-

jų nuokrypių Kramerio ir laipsnin ėse Liniko zonose, kai atskiri ḋemenys tenkina apibend-

rintą S.N. Bernšteino sąlygą.

• Gautas nepriklausomų nevienodai pasiskiršciusių atsitiktinių dydžių normuotos sumos

serijų schemoje skirstinio tankio funkcijos asimptotinis skleidinys didžiųjų nuokrypių zonose.

• Rezultatai gauti panaudojus kumuliantų ir charakteristinių funkcijų metodus .

• Įrodytos diskontavimo didžiųjų nuokrypių teoremos (be asimptotinio skleidinio) ir ekspo-

nentinės nelygyḃes. Šie rezultatai gauti kumuliantų metodu.
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[66] Statulevǐcius V. On large deviations, Z. Wahr. Verw. Geb.,6, 1966, p.133-144.

86
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