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lvadas

Tikimybiy teorijos ir matematies statistikos ribiniu teoremuy didZiyjy nuokrypiu problematiko-
je didek darby dalis tenka nepriklausomu ir priklausomuy atsitiktiniy dydziy sSmy= X7 +
Xo + ...+ X, skirstiniy asimptotinei analizeiCia itin svarbia vieta uzimaksponentiniy mo-
mentyegzistavimo salyga: egzistuoja dydziai> 0 ir v > 0, tokie, kadE exp {a\Xﬂﬁ} < 00,
Jj =1,2,...,n. Tuo atveju, katy = 0, tai sakoma, kad atsitiktinis dydi§; tenkinaKramerio
salygaAtsitiktinio dydZio X; charakteristig funkcijafx, (t) = Eexp {itX;} yra analizire tasko
t = 0 aplinkoje. Kai atsitiktiniai dydziaiX;, j = 1,2, ...,n tenkina mireta salyga sy > 0, tai
sakoma, kad jie tenkinlainiko salyga Siuo atveju, egzistuoja atsitiktinio dydzio; visy eiliy mo-
mentai, bet jy augimas neuZztikrina charakterasifunkcijosfx (t) analiziSskumo nulinio tasko
aplinkoje.

Nemazindami bendrumo, tarsime, kad atsitiktinio dydZjovidurkis E.S,, = 0, o dispersija

B2 = DS,,. DidZiyjy nuokrypiy teoremose nagéjamas santykio

P(S, > Byz)
(1= ®(x)) exp {An(z)}

Dy(z) = (1)

asimptotinis elgesys (artejimas | 1), konvergavimo greitis ir asimptotinis skleidkaysr =
A(n) — o0, n — 0. Cia An(x) yra Kramerio - Petrovo konverguojanti edytkaiy = 0, su

koeficientais, iSreiSkiamais per atsitiktinio dydZ®%, = S,,/B, kumulantus ir polinomas, kai



v > 0. Atsitiktinio dydZio X, k — tosios eiles kumulianta$';, (X) apibéZiamas lygybe

1 dF
Fk(X):i—kﬁlan(t) , k=1,2,.... (2)
t=0

®(x) — standartinis normalusis skirstiny$(0, 1).

Santykio D,,(x), apibezto lygybe (1), analge svarbia vieta uzima H.Cramer (1938) dar-
bas. Kai sumosS,, = 2?21 X, demenys yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai, optimaliausia rezultata gavo V. Petrovas (1972). Sie rezultatai ir plati jy literaturos apz-
valga pateikti V. Petrovo monografijoje [44]. DidZiyjy nuokrypiy santykiQ(z) asimptotire
analiz yra daug sugtingese, kai sumosS,, atskiri demenysX;, j = 1,2,...,n yra nepriklau-
somi, vienodai pasiskirste ir tenkina Liniko salyBaexp {a|Xj|}”1” < 00, 7 > 0. Santykio
D, (z) asimptotika (agjimas | vieneta) ir konvergavimo greitis laipsase Liniko zonose pilnai
iStirtas I.A.lbragimov, Yu.V.Linnik monografijoje (1965) ir S.V.Nagajev apzvalginiame straips-
nyje (1979). Siuose ir kituose darbuose didZiyjy nuokrypiy teoremos gautesrgarsu@tingu
analiziniu balno taSko metodwaprastanepriklausomuy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy
sumoms Tai yra papraSiausias atvejis, leidZiantis suprasti didZiyju nuokrypiy tikimybiy bendra
vaizda.

Sekantis zingsnis ribiniy teoremuy didZiyjy nuokrypiy problematikoje buvo Zengtas L. Saulio
(1969, 1973) darbuose, kuriuose gauti santykig(x) asimptotiniai skleidiniai kai nepriklau-
somuy vienodai pasiskitgusiy atsitiktiniy dydziy sumoss,, atskiri demenys tenkina aukmu
apibeZtasKramerio arbaLiniko salygas. Siems klausimams yra skirti L. Saulio, E. Migiatis
(1973), L. Saulio ir A. Nako (1973) ir kt. darbai.

[vairiy statistiku didziyjy nuokrypiy tikimybms nagrigti V. Statulev€ius (1966) pasi @ku-

mulianty (semiinvarianty) metodaeikalaudamas, kad bet koks atsitiktinis dydissu vidurkiu



EX = 0 irdispersijaDX = 1 tenkinty salyga: egzistuoja dydzii> 0 ir A > 0 tokie, kad

k! 14+
Tk (X)] < (A])C_Qv

k=34,..., (S,)

kur I'y,(X) - atsitiktinio dydZio X, k — tosios eiles kumuliantas, apib¢tas (2) lygybe. Paste-
besime, kad Siame darbe jrodyta lema tuo atveju,~kat 0, t.y. atsitiktinio dydZioX mo-
mentus generuoj&ji funkcija px(z) = Eexp{zX} yra analizire |z| < A srityje. 1978

m. V.Statulevtius su savo mokiniais R.Rudzkiu ir L.Sauliu j@bendraja didziyju nuokrypiu
lemg t.y. kai atsitiktinis dydisX tenkina salyga(S,) (V.StatulevEius, R.Rudzkis, L.Saulis
(1978)). Si salyga, reikalaujanti kumulianty reguliaraus &jiai, lengvai patikrinama, ted
labai patogi jvairiy statistiky didZiyju nuokrypiy asimptotinei analizei. DaZnai vietoje tiksliy
didziyjy nuokrypiy lygybiy pasitenkinama maziau tikslesis eksponentinés nelygyhéairias
jrode R.Bentkus ir R.Rudzkis (1980), reikalaudami, kad bet koks atsitiktinis dydienkinty
salyga(Sy). Bendroji didZiyjy nuokrypiy lema ir eksponetisi nelygykes ir apibezia kumu-
lianty metodo esme. Siy lemy pritaikymas jvairiy statistiky didZiyjy nuokrypiy teoremoms jrodyti
pateiktas L.Saulio ir V.Statuleiaus monografijoje (1989). Joje demonstruojama, jog norint gauti
nagrirejamai statistikai didziyjyu nuokrypiu teoremas arba eksponentines nelygybes, b utina gau-
tiSios statistikos kumulianty jvéius.

Kumulianty metodas a&re pletias galimybes Kramerio ir laipsrése Liniko zonose gauti
didZiyjy nuokrypiy teoremas nepriklausomuy nevienodai pas@@lsa) atsitiktiniy dydziy sumoms,
priklausomy atsitiktiniy dydZiy sumoms, politieéims formoms, kartotiniams stochastiniams in-
tegralams, sekuy spektrinio tankio j¢&ms, U— statistikoms ir t.t.

A.Zemaitis (1974) gavo atsitiktinio dydZi& tikimybes P(X > z) asimptotinj skleidinj
didZiyjy nuokrypiy Kramerio zonoje, kai Sis dydis tenkina saly§a) suy = 0. Remiantis Siuo

rezultatu buvo gautas asimptotinis skleidinys nepriklausomuy vienodai pasiskitsatsitiktiniu
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dydZziy sumos skirstiniui, atskiru atveju apibendrinantis L.Saulio rezultata (1969). L.Saulis (1997)
jrode bendraja asimptotinio skleidinio Kramerio ir laipsninése Liniko zonose |dmigatsitiktinis
dydis X tenkina salygd.S,) kaiy > 0, pateikdamas liekamojo nario strukt ura. Remdamasis Sia
lema, L.Saulis (2000) gavo nepriklausomy nevienodai pastsisiy atsitiktiniy dydziy sumos

pasiskirstymo funkcijos asimptotinius skleidinius Kramerio ir laipgseLiniko zonose.

Darbo aktualumas ir mokslinis haujumas

Sis darbas skirtaatsitiktiniy dydZiy serijy schemoje normuotos sumos pasiskirstymo ir jo
tankio funkcijy asimptotiniams skleidiniams gauti didZiyjy nuokrypiy Kramerio ir laipsninese
Liniko zonosekai sumosS,, = Z?Zlfj(.”) atskiri cbmenysgj(”), j = 1,2,...,n, su vidurkiu
Efj(”) =0ir dispersijomisU](.")2 = Egj(.")Q > 0, tenkina apibendrint&.N.Bernsteinosalyga:

egzistuoja dydziaj > 0 ir KJ(”) tokie, kad

‘E(gj(”))k\ < ()R g (B,)

Tai gana suétingas uzdavinys, kuris tikimybiy teorijos ir matemasrstatistikos ribiniy teo-
remuy didziyjy nuokrypiu problematikoje sprendziamas pirma karta. Jo naujumas ir originalumas
tas, kad asimptotiniams skleidiniams su optimaliais liekamyjy narigigisrdidziyju nuokrypiu
zonose gauti, beumulianty metodareikia naudoti ir klasikinicharakteristiniy funkcijy metoda
Be to, sprendziant darbe iSkeltus uzdavinius, skirtingai nuo gerai zinomy rezultaty i$ tikimybiy
teorijos ir matematies statistikos ribiniy teoremuy problematikeskia vertinti konstantas Tai
daznai techniSkai gana seithgas uzdavinys.

Darbe gautus rezultatus galima panautkitnybiy teorijoje, matematingje statistikoje, ekono-
metrijoje ir t.t. Tai demonstruojama paskutiniame darbo skyriuje, kuriame jrodytos didZiyjy

nuokrypiy teoremos atsitiktiniy dydziy sumavime su svoriais ir diskontavimog#iieoremos.
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Disertacijos pagrindiniai rezultatai yra-45 ir 8 — 9 teoremos, kuriy teiginiai gaunami dviem
etapais. Jei salygéB,) tenkinama, parodome, kad atsitiktinio dydzig = B,'S,, B2 =

> iy 07, k — tosios eiles kumulianta& ' (Z,,) tenkina nelygybe

ICk(Za)| < (R)VAZF, k=34,

kur

Ap=K'B,,  Kp:=2 max (K(”) v o—(.”)).
1<j<n \J J

Ciaa V b = max {a, b}.
Antrajame etape, remiantis klasikiniu charakteristiniy funkciju metodu ir Zinomais V. Statule-
viCiaus charakteristiniy funkcijy jvéiais, gauti at.d.Z,, skirstinio ir jo tankio funkcijy asimpto-

tiniy skleidiniy didziyju nuokrypiy Kramerio ir laipsn@se Liniko zonose liekamuyju nariy j\@ai.

Darbo tikslai

Disertacijos tikslas, remiantis didZiyjy nuokrypiy lemomis (L.Saulis (1997), (1989)), gaulti
at.d. Z,, tikimybesP(Z,, > ) ir atsitiktiniy dydZiy seriju schemoje normuotos sunifsskirs-
tinio tankio funkcijos asimptotinius skleidinius didZiyju nuokrypiy Kramerio ir laipgsmLiniko

zonose ir liekamuyjy nariy jvéius, atitinkamai

Tn
Ry~ = b ' Ry . = e dt
n,y — ‘fn,'y’ta r n,y — ‘fn,'y’ .
Y Y

n n

Tory = (3/8)(1 — 2/Any) Ay T > Tpss

Anpy 1= e 000 ey = (1/6)(v2/6)/ 0420,
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L3\ Fzk k
<2> Tl (Zn)(t), v >0,

[ 2. (), v =0,
[z, (t) yra at.dydzio, kuris yra sujungtinis at. dydzidj,, charakteristig funkcija, apibezta

formule (3.17), p.34. Integral&, - ir Ry, . vertinimui naudojami V. Statulegiaus (1965) bet
kokio atsitiktinio dydzio& charakteristigs funkcijosfe := Eexp{it{} jverCiai. Atkreipsime
demesj, kad mums reikia gauti ne tik at4, charakteristigs funkcijosfz, (t), betir jos iSvestiniy

f(’ff (t), k=1,2,...,|verdius.

Disertacijos sandara ir apimtis

Disertacija sudaro jvadas ir penki skyriai. Pirmajame skyriuje "Tyrimy apzvalga" aptariama,
kas buvo padaryta Sia tema kity autoriy Lietuvoje ir uzsienyje ir disertacijos autoriaus atlikti dar-
bai. Antrajame skyriuje "Bendrosios lemos" suformuluotos didZiyjy nuokrypiu bendrosios lemos
bet kokiam atsitiktiniam dydziu§, pirmoji — pasiskirstymo funkcijos asimptotiniam skleidiniui,
antroji — skirstinio tankio funkcijos asimptotiniam skleidiniui didziyju nuokrypiy Kramerio ir
laipsnirese Liniko zonose. Taip pat suformuluota bendroji eksponentiniy nelygybiu lema bet
kokiam atsitiktiniam dydZiug.

TreCiajame skyriuje "Atsitiktiniy dydZiy serijy schemoje sumos pasiskirstymo funkcijos asimp-
totiniai skleidiniai didZiyjy nuokrypiy Kramerio ir laipsn&se Liniko zonose" jrodytos teore-
mos nevienodai pasiskimisiy atsitiktiniy dydziy sumos serijy schemoje pasiskirstymo funkcijai
Kramerio ir laipsniese Liniko zonose.

Ketvirtajame skyriuje "Atsitiktiniy dydziy seriju schemoje sumos skirstinio tankio funkcijos

asimptotiniai skleidiniai didziyju nuokrypiy zonose" gautas at4j, skirtinio tankio funkcijos

12



asimptotinis skleidinys, bei jo liekamyjy nariy i, Kramerio ir laipsnigse Liniko zonose.
Penktajame skyriuje "Bendryjy teoremy taikymai" jrodytos teoremos, kurios pritaikytos konk-

retiems atvejams: kai atsitiktiniai dydZiai sumuojami su svoriais ir diskontavimoasdgoremos.

13



1 Skyrius

Tyrimy apzvalga

Ribiniy teoremu problematika, atsizvelgiant | didZiuosius nuokrypius, uzima viena is pagrin-
diniy viety tikimybiy teorijoje ir matematigje statistikoje. Zinomy mokslininky A.J.Clfimo
[12], H.V.Smirnovo [64], H.Kramerio [14], V.Felerio [18], J.V.Liniko [25], [26], V.V.Petrovo
[39], [43], A.A.Borovkovo [7], A.A.Mogulskio [27], [28], V.M.Zolotariovo [70], J.V.Prochorovo
[48], S.V.Nagajevo [31], [33], A.V.Nagajevo [29], [30], V.A.Statuléiaus [53], [54], [65], [66],
L.Saulio [57], [60], R.Rudzkio [53], [54], [55], A.Bikelio ir A.Zemaio [4], [5] ir kt. darbais buvo
sukurta didZiyjy nuokrypiy teorija atsitiktiniy dydziy sumoms.

Atsitiktiniy vektoriy sumos ir atsitiktiniy dydziy sumos funkcionalams didZiyjy nuok- rypiy
teorijai tirti yra skirti A.A.Borovkovo, A.A.Mogulskio [6], [9], [10], B.A.Rogozino [8], A.V. Osi-
povo [36], [38], A.l.Sachanenko [56] ir kity autoriy darbai, kuriuose dominuoja charakteristiniy
funkcijy metodas.

Nagrirgjant priklausomu atsitiktiniy dydziy sumavima, mia metodo tiesioginis taikymas
yra gana sugtingas. Pasirodo, kad atsitiktiniu dydziy sumos charaktegistfunkcijos logarit-

mines iSvestias lengvai reiSkiamos per atskirgmenu individualias savybes ir jy priklausomumo

14



charakteristikas.
Nagriresime nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy (atdy), Xs,..., X,,... seka, turigia ta
patj skirstinj su baigtine dispersijg® ir matematiniu vidurkiu, kurj be jokiy apribojimy galime

laikyti lygiu nuliui. Pazynmekime:

n

Sp=Y Xj, B2 =DS, = no?, Zy = -2, (1.1)
j=1 "
O(x) = L e‘éd (x) = L €_§ (1.2)
o ) Y, ¥ o ) .
Fo.(z) =P(Z, < x). (1.3)

Zinoma, kadF;,(z) — ®(x), n — oo tolygiai atzvilgiuz, todel srityjez = O(1) gauname,
kad

1—F,(x)
1—®(x)

— 1, — 1. (1.4)

ISkyla poreikis nagriati Siy santykiu elgesj, tuo atveju, kaineapeztai auga | begalybe kartu
sun augimu. Reikia rasti salygas, kai pareinaregi§1.4) galioja srityj® < = < A(n), kur A(n)
- nemagjanti funkcija yra tokia, kad\(n) — oo, n — co.

Jei srityje0 < x < A(n) yra teisingos pareinamgi (1.4), tai Sia sritj vadinsimenvergavi-
mo | normalyjj desnj zona

Tokiu atveju mus domina normaliojo skirstinio uodegos ir nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy
sumos skirstinio uodegos santy&ipaklaida.

TikimybesP{S,, > z,0/n} ir P{S, < (—x,)o/n}, kurz, — oo, kain — oo vadinamos
atsitiktiniy dydziy sumos didziyjy nuokrypiy tikimybémis

Sprendziant nepriklausomuy atsitiktiniy dydZiy sumavimo didZiyjy nuokrypiy uzdavinius, nag-
rinejamas tikimylesP{~7,, > z} arbaP{Z,, < —x}, kaix = z,, — o0, kain — oo, asimptotinis
elgesys, konvergavimo greitis ir asimptotiniai skleidiniai.

15



Tokio tipo uzdaviniai aptinkami jvairiose mokslo ir technikos srityse, pavyzdziui, matemati-
neje statistikoje [11], [15], [50], informacijos teorijoje [16], [68], statisje fizikoje [69] ir t.t.
DidZiyjy nuokrypiy, t.y. mazy tikimybiy anaks rezultatai yra pagrindinmatematia priemore
patikimumo problemoms spresti, kuriant technines sistemas, kuriose klaidos tekimyto uti
maza.

Si tikimybiy teorijos sritis pradta nagrieti palyginti neseniai. Daugelis nepriklausomy at-
sitiktiniy dydZiy sumos didZiyju nuokrypiy rezultaty buvo gauta per paskutiniuosius 70 mety.
Pirmuoju rezultatu galima laikyti A.J.Chimo darba [12] 1929 metais. Po to, A.J.Cliimas
jrode lokaling ir integraling teoremas atsitiktiniams dydziams, pasiSksEms pagal Bernulio
desnj. Po keleto mety N.V.Smirnovas paragena iS savo darby [64], skirta didZiyjy nuokrypiu
nagrirgjimui, kai atsitiktiniai dydZiai pasiskirste pagal Bernuliostj. Sie darbai skirti didZiyjy
nuokrypiy tikimykes nagrigjimui, kai atsitiktiniai dydzZiai yraspecial us

1938 m. H.Krameris [13] iS eses iSnagrigjo didZiyju nuokrypiy tikimybes, kai sumuo-
jami nepriklausomi, vienodai pasiskirste at.d., ir suformulavo salyga, uZtilkdimamomentus
generuojabios funkcijos analiziSkuma.

Kramerio salyga:

tegul nepriklausomiems atsitiktiniams dydzia§s, j = 1,2,...,n, turintiems bendra pa-

siskirstymo funkcijaF'(z), yra teisinga salyga: egzistuoja teigiamas dydis H, toks, kad
Ee"Yi <00,  |h| < H. (©)

IS Sios salygos iSplaukia atsitiktinio dydz}; bet kurios eés momenty egzistavimas, kuriy augi-
mas uZztikrina momentus generudjars funkcijospx(z) = Eexp{zX} analiziSkuma tasko
z = 0 aplinkoje. Taigi, ank&au mireti darbai yra tik atskiri H.Kramerio darbo atvejai. 1943

m. V.Feleris [17] gavo analogiSka rezultata H.Kramerio rezultatui, kai nemm atsitiktiniai
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dydZiai X; yra apeZzti.
V.V.Petrovas [39], [40], [43] tes Kramerio darbus. Suformuluosime V.V.Petrovo teoremas
nepriklausomiems vienodai pasiskinssiems at.d.(1 TEOREMA) ir nevienodai pasiskitsiems

at.d. (2 TEOREMA).

TEOREMA 1. Jeiatd. X;, j = 1,2,...,n tenkina Kramerio salyga (A), tai at.dz,,,

apibréezto lygybé1.1), pasiskirstymo funkcijak;, (z) intervale

galioja lygybes

)

xjﬁl)

(Sl e

Cia A(t) = > w2, axt® - konverguojanti laipsniné eilute (Kramerio eilute) su koeficientais

1+O<

kurie priklauso nuo atsitiktinio dydZi&'; kumulanty.

V.V.Petrovas [39], [44] suformulavo ir jradteorema nevienodai pasisKissiems at. dy-
dziams, tenkinantiems Kramerio salyga. Te¢il;;j = 1,2,...} - nepriklausomy, nevienodai
pasiskirgiusiy atsitiktiniy dydZiy seka, su vidurkiais lygiais nuliui. Tarkime, kad egzistuoja skritu-
lys su centru taske = 0, kurio viduje kumuliantus generuojanti funkcifa;(z) = log Ee*Xi
(j = 1,2,...) yra analizire io tasko aplinkoje. Sio skritulio viduje funkcija;(z) sutampa su
laipsnine eilute:

[e.9]

Vkj
Li(2) = k—']zk
k=1

Ciavy, - at. d. Xj, k — tosios eiles kumuliantas. Turime, kag; = EX; = 0, 75, = EX?
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Tarkime,

=YX, B=Y
j=1

Zn=Su/Buy  Fu(z) =P(Zy < ). (1.6)

TEOREMA 2. Tegul egzistuoja teigiamos konstanfdsc, co, . . ., tokios, kad

|Lj(2)] <¢j skritulyje |z| < H j=1,2,..., a.7)
1 & 3/2 B?

li — E < liminf — > 0. 1.8

im sup 2 Cp 00, im inf — (1.8)

Jeiz > 0,2 = o(y/n), n — oo, tai

— X fL'g X X
LBl _ exp{ﬁx(ﬁ)} veo(Eh)]
1:;;‘((__;) _ exp{ - \3};)\( - \F)} 1+0 xj;) (1.9)
Cia
An(t) = iakntk (1.10)
k=0

- laipsniné eiluté (Kramerio eiluté) su koeficientaig,, kurie iSreiSkiami per atsitiktinio dydZzio

X; kumuliantus ikik 4 3 eiles imtinai. Jelly,, = % 2?21 Vi, tai

aon = I‘3n a1y = F4nr2n - 3F§n
n — ) n — )
6T5/2 2413,
- D503, — 100y, 5, sy, + 1513,
0= .
1201/

Tuo atveju, kai dydZiaiX, Xo, ... yra vienodai pasiskirste, 2 teoremos salyga sutampa su
momentus generuojéios funkcijosy(z) = Eexp{zX} ap@ztumo salyga skritulyjéz| < H.
Siuo atskiru atveju\,(t) eilute sutampa sw(t) eilute, kurios koeficientai nepriklauso nuo

Tokiu b'udu, i§ 2 teoremos iSplaukia 1 teorema.
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Kitas svarbus didziyju nuokrypiy teorijos etapas yra J.V.Liniko &jimai. Jis savo darbuose
[20], [24], [25], [26] jveck susilpninta Kramerio salygos varianta.
Liniko salyga:

tegul egzistuoja, 3 < v < 1, kad
Eexp {ayxlﬁ—%} < o0, (L)

t.y. momentus generuojanti funkcij&rma analizie, ir iStyre didZiyju nuokrypiy tikimybes zonose
[0, 1(n)], kur(n) - laisvoji monotom funkcija, tenkinanti salyghm,, .~ 1(n) — oc.

Zonos|0, ¢ (n)] vadinamosntegralinemis kain — oc.

J.V.Linikas gavo funkcijod — F,(x) = P{Z,, > «}, didZiyjy nuokrypiy teorema, kai dydziai
X;,j =1,2,... yravienodai pasiskirste ir tenkina salygh). Tegulp(n) - funkcija, tenkinanti
salyga

lim p(n) = +o0, (1.11)
ir q - sveikasis neneigiamas skais, apibeziamas nelygybe

(q+1)/(g+2) <v<(q¢+2)/(q+3). (1.12)

PaZyniekime Kramerio— Petrovo eilugs \(t) [44] atkarpa[™(t), sudaryta i$ pirmyjym + 1)

nariy

Al = At (1.13)
k=0
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TEOREMA 3. Tegul atsitiktiniy dydZiy sek&’;, j = 1,2, ... tenkina salygg L) ir salyga

limyy oo sUp | fx, (¢)] < 1, intervalel < z < n*~1/2/p(n),1/2 < v < 1 yra teisingos lygybes
1—Fy(x) 3 W( = x
T— o) eXp{\/ﬁ)\ (ﬁ) ! +0(ﬁ) )
En(-x) _ 2 (- z+1
@(—x)_eXp{_\/ﬁ)\ <_\/ﬁ> )|

NLD
S.V.Nagajevas darbuose [32], [34], [35] apibendrino didziyju nuokrypiy teoremas Liniko zonose.

1+ O( (1.14)

L.Saulis [57], [58] gavo asimptotinius skleidinius Kramerio ir Liniko zonose nepriklausomuy vieno-
dai pasiskirgiusiy atsitiktiniy dydziy sumoms.

Naujas zingsnis nagrinejant didziyju nuokrypiy teoremi@siant H.Kramerio, V.Liniko ir
V.Petrovo darbus buvo 1966 ia.Statuleviciaus pasi ulytas kumulianty metodas

Zinoma, kad atsitiktinio dydzid, k — tosios eiles momentas ir kumulantas atitinkamai lyg us

1 1 (k)
o =EX"i= o fx(®)| o we= o (logsx(®) | (1.15)
t t=0 t =
k=1,2,.... Pasinaudoje formule
> 1
log(1 =) (—1)5ttgs 1
o8(1+2) =3 (I el <1
gauname lygybe
S 1 AV - s+11 = 1 AV °
Zﬁwt) => (-1) g Zﬁal(zt) ,
=1 s=1 =1
kuri leidZia kumulantusgy, iSreiksti per momentusy,
& (—nt k! 116
W=D 2. Tl eyl Rt Fn (1.16)
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Atskiru atveju:

71 = 013 ’YQZOQ—OZ%;

73 = ag — 3aiaz + 2a5;

Y4 = ay — daza — 302 4 120003 — 6ai;

v = as — baygay — 10z + 200@(1% — 60(1%041 — 240[?;

Atsitiktinio dyzio X kumulantusy, dar zynesimel';,(X). Momentys, := E|X|* egzistavimas
garantuoja bet kurios &i$, nevirSijabios k, kumulanty egzistavima.

BENDROJI DIDZIYJY NUOKRYPIY LEMA . Tegul bet koks atsitiktinis dydi su vidurkiu
E¢ = 0ir dispersijaD¢ = E¢2? = 1 tenkinaStatuleviCiaus salyga

egzistuoja dydziay > 0 ir A > 0 tokie, kad bet kokio atsitiktinio dydz{g k£ — tosios eiles

kumulantas, apibreZtas lygyl2) tenkina nelygybe
k=3,4,.... (S5)

LEMA 1. [R.Rudzkis, L.Saulis, V.StatuleviCius(1978)]. Jei atsitiktinis dydig sSUE¢ = 0

ir E¢2 = 1 tenkina salygd S, ), tai intervale

0z <Ay, A’Y:CvAﬁa C’Yzfli<\f>1+12wa
galioja lygybes
1— F:(z .
H{f((x)) = exp{Lv(x)}@ + 01/ () Atl)?
Fg(—l‘) _ x+1
B(—x) e:zp{L«/(—x)}(l + 0a2f () A ) (1.17)
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60(1 +10A2exp{ — (1 - x/Aw)\/Aiv})

f(z) = 1= 2/A, ; (1.18)

T \3 /vy +2, v >0,
Ly(z) = Z Aea® + 03(?) ) D= (1.19)
3<k<p 7 0, v =0.

Koeficientai), iSreiSkiami per atsitiktinio dydzi¢ kumuliantus, sutampa su KramerioPetrovo

eilutés koeficientaigt4]. Jie randami i$ formulés
M = —br_1/k, (1.20)
kur b, apskaiciuojami nuosekliai sprendziant lygtj

V=1, V=0, j=23..,

J r
B LI S [ (1.21)

r=1 J1t-tir=7 i=1
Ji>1

Atskiru atveju

Az = (1/3)T3(8),
Aa = (1/24)(T4(€) - 3T5(6)).

As = (1/120)(T'5(€) — 10T3(€)T4(€) + 15T5(€)), - . -
Koeficientams\; galioja jvertis
e < (2/K)(16/A) 2 (k+ 1)), k=34,.... (1.22)

Pastebsime, kad salyg&S,), suvy = 0 uztikrina atsitiktinio dydzio¢ momentus generuo-
janCios funkcijosp (2) := E exp{z¢£} analiziSkuma taske = 0 aplinkoje. Jei salygas, ) tenki-

nama suy > 0, tai tuomet egzistuoja atsitiktinio dydZgvisy eiliy momentai, bet ju augimas
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neuztikrina analiziSkumo tasko = 0 aplinkoje. V.Statule\gius miretame darbe jraa didZiyjuy
nuokrypiy lema, kai bet koks atsitiktinis dydistenkina salyggS,), suy = 0. Siuo atveju
jrodomos didZiyjy nuokrypiy teoremos Kramerio zonoje.

Sia lema supaprastino R.Rudzkis [52].el\au darba i3 tos srities ted_.Saulis [59], [61],
[62], N.Amosova [1], L.V.Rozovskis [51] ir kiti mokslininkai. Buvo jrodyta bendroji didZiujy
nuokrypiy lema [53] ir eksponentés nelygyles [3], kuriy pagalba gaunamos didziujy nuokrypiy
teoremos nepriklausomu ir silpnai priklausomu atsitiktiniy dydziy sumoms, kartotiniams stochas-
tiniams integralams, politiestms formoms, stacionariojo atsitiktinio proceso spektrinio tankio

jverCiams ir kitoms statistikoms.

23



2 Skyrius

Bendrosios lemos

Nagrinesime atsitiktinj dydj (at.d.f = £, priklausantj nuo parametify, su vidurkiuE¢ =
0, vienetine dispersijd¢ = 1 ir pasiskirstymo funkcijaF;(z) = P(§ < z). Tegulye(z) =
Eexp{z¢} ir Ty () yra momentus generuojanti funkcija ir atgd.k — tosios eiles kumuliantas,
apibreztas lygybe (1.10) ir tenkinantis salyg#, ): egzistuoja dydziaj > 0 ir A > 0 tokie, kad

at.d. &, k — tosios eiles kumuliantul';, (£) galioja jvertis

k! 14+
rul< B k=sa (S5)

Nagrirejant pasiskirstymo funkcijoB () ir skirstinio tankio funkcijog, () (jei tankis egzis-
tuoja) asimptotinius skleidinius, svarb us yra dydziai
Ay =, AV o = (1/6)(V2/6)Y 2D, (2.1)
Tegulé su indeksu arba be jo reiSkia bet kokj skaj neb utinai visada ta pat;| < 1; [m] -
skatiausm sveikoji dalis;a vV b = max{a, b}.

Toliau tegul

Py = 2 (2.2)



kur ®(z) ir ¢(x) — standartinis normalusis skirstinys ir jo tankis atitinkamai, agtiformuemis
(1.2).

Pazynekime:

L) = (2.3)

kur £ (t) = fe(t) = Eexp{it¢} - at.d¢ charakteristié funkcija (ch.f.),fe( («) - atsitiktinio

dydzio&(h), kuris yra sujungtinis atsitiktiniam dydzigi su tankio funkcija

Peny () = ehwpg(ﬂ«")//_oo " pe(x)d, (2.4)

charakteristig funkcija.Cia

s = 2[(1/2)(A%/18)1/(1+21)] — 2 (2.5)
ir h = h(x) yra lygties
r= Y GoyTHen (2.6)
k=2 )

sprendinys.

LEMA 2. [L.Saulis(1996)]. Jei at.d. ¢ su vidurkiuE¢ = 0 ir dispersijaD¢ = 1 tenkina

salyga(S,), tada kiekvienam sveikainl > 3ir T > 1T, T, := 3(1 — z/A,)A, intervale

0<z <A,
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galioja lygybe

1 — Fe(x)

_ ¥ (x) =3
1-o(z) exp {Lm(m)}{d)(u)<1 + ;Ly(u)) + 6,8V2r(z + 1)

c(l,y,z) 2820y exp{—1(1 —z/A,)\/A}
x [ N A= z/A) (2.7)
0,2 1" o]
Ry WO }
Cia

(1/’}/)—'_[_17 ’Y>Ov
Ly (x) = Z Ak, m = (2.8)

3<k<m 00, v = 0.

Koeficientai)\; iSreiSkiami per at.d.¢ kumuliantus ir sutampa su Kramerie Petrovo eilutes

koeficientaig44], kurie randami i$ formulés

1
Ae = ——Dbj_
k kkl:

kai koeficientab, apskaiciuojami nuosekliai sprendziant lygtis

,o=0, j=23,..,

J T
=Y e Y Tl (2.9)

r=1 jit--+ir=3 i=1
ji=>1

Atskiru atveju
1
by =1, by = —§F3(§),
1
by = =2 (Ta() = 313(9) ).

1

bs = =57 (Is(€) = 100()T4(€) + 15TH(E) ). -

Koeficientams\;, galioja nelygybé

Ak < (2/k)(16/A)2((k+1)1) k=3,4,....
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Funkcijay (z) apibrézta lygybg2.2). Dydis

-3

w=u(@) =2(1+ o + 0o (1) (w/A)72),

k=1

kur koeficienti;, iSraiSkos per at.d¢ kumuliantus apibréztos lygybe

Ck = Z (—1 ‘I‘H 2(]” H kj+2

k1+...4kg=k =

kj>2

k 1 p

DI LCHD S

p=2 ’ ki+...+kq=k j=1
kj>1

koeficientaby, apibrezti formulg1.21). Atskiru atveju:

c1 =0, co =

S (2ra(€) — 33,

€3 =

o o2 (05(€) — 6T3(E)D(E) + 6T3(E)). ..

(1) = 7361(1 — 1)(7/2)"2(1)7.

Daugianariai L, (u) apibréZzti lygybe

— * - 1 ~m—i—? h) Fom
kur
i/2

1l
M;(u) = Z(—n’fm%_%(u),
k=0

wm(u) :== /uoo(t —u)™ e 2! dt//

Cia >°* Zymi sumavima pagal visus sveikuosius ir neneigiamus lykgties2ks + . . .

sprendinius irky + ...+ k, = s.
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(k) -1
A D D R
k=m
52 = (k_12) T (E)hE2, (2.16)

Eo
)

kur s ir h apibréZiami atitinkamai lygybémi{g.5), (2.6).
Atskiru atveju:

1 1 3

Li(u(@)) = —5Ta(€)—+5(20a() - 305(9)) u%(mrs(g)

—304T5(6)T4(€) + 267P§(§))x T
Lo(@) = 5 (3740 5T3(0)) + o (350

—16D3(E)Ta(€) + 15F§(§)>x I
Dydziaic(l,~, x) ir g, atitinkamai apibréezti formulemis

c(l,y,r) = (3/2V2m)(1— 3)4'26'2(11)7 (2% + (1 - 3)\1z)

+ (1/v2m)72l60HNU=3) 31 — g)yn(in7, (2.17)
) -3
a:=swplG) Guly) = B(y) - > pu(hv)e(y), (2.18)
v=1
kur
Y1 (Toga(h)\ ™
Z HZ/+25 1 1_:[ k‘( mf 2) ) , (219)

&ia - H,, () CebySevo - Ermitan - eiles daugianaris.

Tegul at.d.£ su vidurkiuE¢ = 0 ir vienetine dispersijd¢ = 1 egzistuoja skirstinio tankis
pe(x) ir, be to

sgppg(a:) < 00 (D)
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& zymesime aibe tiess taSky, kuriuosg:(x) netr uki arba turi pirmosios r usies tr ukj, be to,

tarsime, kad tr'ukio taske

p(wo) := (1/2)(p(zo — 0) + p(xo + 0)).

Pazynekime

c1(y) = 2V + 6725321 /A, (2.20)
(A7) = é(y—i)A% 0<z<A, (2.21)
q(l,7) = (3‘53)%(5 +2)267 D (1 + 1)!)7“‘%(%), (2.22)
Cial(a) = [, 2 te ¥dr, kaia =n € N,[(n) = (n — 1), ir
T*(A, x) _ <1 + 9((m + 2)!)716771710:”&14WL#—F1 <z>l>
1 x T
<(1ea0n,en{ -5 (1- L) va}/(1-5)) 2.23)

m=1+~)+1+1,v>0,1>1irr*(A,z) =0, kaiy =

LEMA 3. [L.Saulis(1991)]. Jei at.d. £ su vidurkiuE¢ = 0 ir dispersijaD¢ = 1 tenkina

salygas(S,) ir (D), tada kiekvienan, [ > 1, intervale

0<z <A,

galioja asimptotinis skleidinys

pe(r) exp { Lum( <1+ZM +61qlv)<xz1>z

+ syt { - 5(1- £)VE)

+ o6 /|t>E(A ) |f;(t)\dt> (14 0r*(A, 7). (2.24)
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Dydziai A, c1(7), ¢(1,7), (), f5(t) ir e(A, z) atitinkamai apibreZti formulemi€.1), (2.20),
(2.22), (1.2), (2.3) ir (2.21).

DaugianariamsM,, (z) galioja formulés

My(z) = ZKk ) qy—i(x (2.25)
K,(z) = ZHW(—Am+2xm+2)k”‘, Ko(z) =1, (2.26)
m=1 ’
@) = 3 Howa(@) I] 1y (Toeal€)/m +20) " (2.27)
m=1

kur H,,,(z) Cebysevo- Ermitom — eiles daugianaris ir sumuojama pagal visus sveikuosius ir
neneigiamus lygties;, + 2ks + ... + vk, = v sprendinius irk; + ... + k, = . Atskiru atveju

M, (x) iSreiSkiami per at.d¢ kumuliantus:

My(x) = 0, M(z)= —%Fg(&)x,

Mafa) = ¢ (5T3(6) — 20a(e))a + o (3Ta(6) — 5T3(6)))
My(x) = (1/48)(34T5(§)T4(6) — AT5(€) — 45T5(€) ) °

+(1/48) (6T'5(¢) — 35T5(§)L (&) + 35T3(8) ),

LEM A 4. [R.Bentkus, R.Rudzkis, (1980)]. Tegul bet kokiam at.d{ suE{ = 0 egzistuoja

dydzZiaiy > 0, H > 0 ir A tokie, kad

KN H
ITk(&)] < <2> i k=23,.... (2.28)
A
Tada visiems: > 0
ZE2

P(£{ > x) <exp { — } (2.29)

— (1+27)/(147)

2(H + (/AT

Be nurodyty straipsniy, pilnB LEMOS ir 4 LEMOS jrodymai pateikti [60].
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3 Skyrius

Atsitiktiniy dydziy serijy schemoje
sumos pasiskirstymo funkcijos
asimptotiniai skleidiniai didziyjy
nuokrypiy Kramerio ir laipsnin ese

Liniko zonose
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3.1 Pagrindiniy rezultaty formulavimas

Tegulgj(.”),j =1,2,...,nnepriklausomuy atsitiktiniy dydziy (at.d.) seka su vidurk}m';é”) =

0ir dlspersuomlsffj =E¢"™;>0,5=1n.

Pazynekime:
tLeni ni "B,
Jj=1 7=1
d
Fz,(2) =P(Zn <), pz,(2) = o Fz,(2), 3.2)
Lin = > Bl /BY, k=1,2,.... (3.3)
j=1

Dydis L, , vadinamas: — tosios eiles Liapunovo trupmena, ir visiends< k£ <,

n

L,/ < /=2, (3.4)

Sia nelygybe jrod V.StatulevEius [65]. Tegulfe(t) ir 'x(€) yra at.d.¢ charakteristig funkcija
(ch.t.) ir k — tosios eiles kumuliantas. Toliau reikalausime, kad aﬁﬁf) tenkinty BernSteino

salygaB.): egzistuoja dydziaj > 0ir k" > 0 tokie, kad

2
B < ) (M0 k=34, (B,)

Jei salyga(B,) yra tenkinama, tai at.dgj(.”), j = 1,2,...,n, k — tosios eiles kumuliantui
Fk(gj(.”)), galioja nelygyle

2
De(e™)] < (k)7 2(K v o) 267 k=34, (3.5)

Sios nelygyles jrodymas gautas darbe [60, p. 42].
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TEIGINYS 1. Jeiatd. serijy seki]("),j = 1,n, tenkina salygaB,), tai at.d. Z,,

k — tosios eiles kumuliantul s (Z,,) galioja jvertis

(k!)1+7
Tk(Zp)| < AT k=3,4,..., (3.6)
kur
By, (n) (n)
A, = , K, = 21I£1Ja<xn (KJ Voi’). (3.7)

Toliau reikalausime, kad\,, — oo, kain — oo.

IRODYMAS. Pastebsime, kadtZ, = 0, DZ, = 1. Atsizvelge | tai, kad at.c5\", j = T,n

I

yra nepriklausomi, gauname

f2,(t) = fs,(t/Bn) wa (t/By) (3.8)

T(Sn) = > T(&"). (3.9)
j=1
Remiantis at.d¢, k — tosios eiles kumulianto apil@zimu (1.10), nesunku jsitikinti, kad
Ti(Zn) = Tk(Sn) /B (3.10)
Dabar, pasinaudoje lygybe (3.9)ir jd#u (3.5), gauname
Te(Sa)l < DOITR(E™) < W) IKE?BY, k=34, (3.11)

kur K,, apibreztas lygybe (3.7). Remdamiesi gautu giarlygybe (3.10) gauname jvertj (3.6).

Toliau visur reikalausime, kad at.@lj”), j = 1,n egzistuoty tanki$§<n) (z)ir
J

(n

Supp£§n)( x) < C" ) < 0. (D)
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Tuo atveju, kai at.d§§") tankis neegzistuoja, tariame, ké]g(l") = oo0.

Tegul at.d.fj(”)(h) yra sujungtinis atsitiktiniam dydiitﬂ](.”),j = 1,n su tankio funkcija

— oy = hy
ey @ = <o)/ [ U )y
Pazynekime

Su(h)=3"€"(n),  Zu(h) = B, (h)(Sn(h) — Ma(h).
j=1

Nesunku jsitikinti, kad

sprendinys.

Tegul, fz,»)(t) yra at.d. Z,(h) charakteristig funkcija. Kadangi at.dfj(”),

nepriklausomi, tai nesunku jsitikinti, kad

. M, (h) T t
o itZn(h) _ _ _
P = B = exp{ it g }JHl S (B
Zymesime

*L 3\ Fak
<2> Hf(i)(t)a v >0,

fan(t) =

I 22wy (@), v =0,
kur s ir A, atitinkamai apibeZti lygybemis (2.5) ir (3.7).
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Nagrirejant at.d.Z,, tikimybesP(Z,, > z) asimptotinius skleidinius, yra svarb us dydziai

Apy = AU e = (1/6)(v2/6) /120, (3.19)
Tory = (3/8)(1 —2/Dn)Ansy  0< 2 < Aps (3.20)

2 2
TEIGINYS 2 Jeiatd.&",j = T,n, suEe™ = 0ir 0t = B > 0,j = T,m,

tenkina salyggdB., ), tai bet kokiam sveikajaiy i > 3, ir T;, > T), -, intervale

0<z <Ay,

galioja lygybe
izn(x) — ex . M =3 w(a N
st = e L >}{ oty (1 2 Penline) ) +16a+1)
y (c(l,’y,x) N 285An exp{ — (1 — 2/Any)/Anyt
AL 1-2z/A,)
- gen)) @21

L;kz,m(x): Z )\k,nxkv (322)

3<k<m

m =
00, v = 0.

kur koeficientai\; ,, randami iS formuleg2.8) ir iSreiSkiami per at.d.Z,, kumuliantus. Atskiru
atveju:

Az = (1/3)T'3(Zn),

Mo = (1/24) (Ta(Z0) — 313(Z0)),

Ao = (1/120) (F5(Zn) 10T3(Zn)T4(Z0) + 15r§(zn)), .

Be to, koeficientamy;, ,, galioja jvertis

Aenl < (2/K)(16/A)2((k+ 1)), k=3,4,.... (3.23)
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Funkcijay (x) apibrézta formulg2.2), dydis
1-3
wn(@) = 2 (14 et + 026" (1) (w/A0) 7). (3.24)
k=1

kur ¢*(1,~) = 7361(1 — 1)(7/2)'=2(1!)7, koeficientaic, ,, iSreiskiami per at.dZ,, kumuliantus ir

randami i$ formulég2.11). Atskiru atveju:

Cln = 07
Con = i(2r4(z ) — 302(Z ))
n 24 n 3 n )
1 3
C3n = ﬂ (PS(Zn) - 6F3(Zn)r4(ZN) + 6F3(Zn)), T

DaugianariaiL,,, (un(:r)) apibrézti lygybg2.8). Atskiru atveju,

Lin(un(z)) = —%Fg(Zn)% + g(Qn(Zn) - 3r§(zn)) + le (72r5(zn)
— 394T3(Zn)Ta(Zn) + 267F§(Zn)>x T
Lo (un(z)) = i (3r4(zn) - 5F§(Zn)> + i <3F5(Zn)

— 16T3(Z,)Ta(Zn) + 15F§(Zn))x .

DydZiaic(l,v,z) ir g apibrézti atitinkamai lygybemi&.17) ir (2.18). Asimptotinio skleidinio

(3.21) liekamasis narys

dt

Fan@®]—

- (3.25)

Ty
Ry = / |
T,

n,y

kurTy, > Ty, Toyir f, (t) nusakyti formulemig3.20) ir (3.18).

Remdamiesi 2 TVIRTINIMU ir pareikalave, kad salyda. ) b uty jvykdyta, rasime tikimy-
besP(Z, > z) = 1 — Fz,(x) asimptotinio skleidinio liekamojo nari&,, ,, apibezto lygybe

(3.25), jvetius Kramerio, kaiy = 0 ir laipsnirese Liniko zonose, kaji > 0. Sj darba atlikti mums
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palengvins Zinomi charakteristiniy funkcijy \@ai, kai tenkinama salygéD) (V.Statulev€ius
[65]). Siame skyriuje gauti rezultatai yra iSspausdinti straipsniuose:

1. Deltuviere D. Asymptotic expansion for the distribution function of the series scheme
of random variables in the large deviation Cramer zone, Lietuvos matematikos rinkirda, T.
spec.nr.42, Vilnius, Mll, 2002, psl. 691-696.

2. Deltuviere D., Saulis L. Asymptotic expansions in the large deviation zones for the distri-
bution function of sums of random variables in the series scheme, Lietuvos matematikos rinkinys,
T.43, spec. nr. 43, Vilnius, Mll, 2003, psl. 682 - 686.

Tuo atveju, katy = 0, dydj A,, ,, apibezta lygybe (3.19), Zyesime

An,O = oAy, Co = (1/6)(\/5/6)7

Tn70 = (1/8)(1 — :L'/An70)An70, (326)
kur dydis

Sn — )\, +(n)
=K K, .—211%%}(”(}(] Vo).

2 2
TEOREMA 4. Jei at.d.g’](”) suEfj(”) =0ir a](.") = Egj(.”) > 0, j = 1,n, tenkina salygas

(By) suy =0ir (D), tai su visaist,
0<z<Anp (Kramerio zonoje)

yra teisingas asimptotinis skleidiny3.21) su liekamojo nario jverciu

4 n

4 (n) /4 - (w2
R,o < 684e*mV2rK, 12}”?5"}:[1 CM ™ exp UK} C
2
T 1
oo, eXp{ - TrQTiO}' oo
n,
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2 2
TEOREMA 5. Tegulat.d¢(”, j =1,2,... suE¢"” = 0ir o/ = E&\™" > 0,5 =T,m,

tenkina salyga$B. ) suy > 0, (D) ir

n

. 1 1 (n)_2
mnn_}oo(l\/le)An,’y%j;Cj >d>0, (L)

tai su visaist

0<z <Ay (Liniko zonose)

yra teisingas asimptotinis skleidiny3.21) su liekamojo nario jverciu

4 n
(n)1/4 _ C3 (n)_Q
Ruy < ca(y)(Kn/Dn) max [[ ol e kz Cy
1 522 1
+ 17, exp{ — WTgﬁ} + =5 Tns exp{ — 7T2T,%7,Y}, (3.28)

kur K, A, It T,  atitinkamai apibrezti lygybemi&.7), (3.19) ir (3.20).

TEOREMA 6. Tegul nepriklausomy at.d. se@”), j=1,2,...su vidurkiaisEgj(.”) =0
. .. e e Lo ()2 (n)2 e . . .
ir nenulinemis baigtinémis dispersijo =E{" <oo,j=1n, tenkina apibendrinta

BernSteino salygéB.,). Tuomet intervale
0<z <A,

galioja didZiyju nuokrypiy lygybeés

11__1:‘(12)'(:8(3):) = €$p{Ln,7(l‘)}(1 + 01 f1(x) xA—:’j),
Fyz,(—z) z+1
h = exp{Lny(-2)} (1 + 02 f2(2) A ), (3.29)

kur

60 (1 +10A7 exp{ — (1 —x/Ap ), /A,w}>

fz) = A ,

i=1,2; Ly (x)ir A, atitinkamai apibrezti lygybemig.22) ir (3.19).
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ISVADAI. Tegulgj("), j = 1,2,... - nepriklausomy at.d. seka su vidurkiﬁj(.") =0

2
ir nenulinemis baigtinemis dispersijomis = Egj(.") < o0, j = 1,n, tenkina apibendrinta

BernSteino salygéB.,). Tada visiems

; B B 1
x_O(An,'y)7 T_T(fy) - 1+2(1\/7)7
A, — 00, Kain — oo galioja lygybes
nh—»rgo o) 1, nlirgo d(—z) 1. (3.30)

TEOREMA 7. Tegulgj(."),j =1,2,...-nepriklausomy at.d. seka tenkina salyd, ). Tada
at.d. Z,, apibrezto formulg3.1) tikimybeiP(+Z, > ), suH = 2'*7 galioja eksponentinés
nelygybes
exp{ — ﬁxQ}, 0 <z < (HA,)Y(+20),
P{+Z, >z} < (3.31)
exp{ _ i(xAn)l/(H-v)}’ @ > (HA)Y O+,

kur A,, apibréztas formulé3.7).

4 - 5 teoremy jrodyme mums reikia vertinti integrala

TVL
Rn,'y = / ‘
T,

n,y

N dt
fn,'y(t)’77
kur f,, ., (t) apibezta lygybe (3.18). Siekiant Sio tikslo mums reikia gauti atd), charakter-
istines funkcijosfz, (t) ir jos idvestiniy jvetius. Siuo tikslu remsifas bet kokio atsitiktinio dy-

dzio& charakteristigs funkcijosfe (t) := E exp {it{} jverCiy bendrosiomis lemomis, kurias jred

V.Statulevtius [66].
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3.2 Charakteristiniy funkcijy jver Ciai

Suformuluosime lemas at. dydziy, charakteristiniy funkcijy jvdiams gauti. Tegul at.d;,
SUE¢ = 0, 02 = D¢ < oo ir pasiskirstymo funkcijas (z), egzistuoja tankig (z). Tegulpg(:c)
simetrizuoto at.dé = ¢ — ¢, kur ¢ at.d., nepriklausomas su atgir turintis ta patj skirstinj kaip
irat.d.&.

Nesunku jsitikinti, kad

Pazynekime

1 n
In(Ny,) = EZ /| o x2p£~;n>(x)d$, N, > 0. (3.32)
n =17 12|<Nn

LEMA 5. Jeiatd.¢", j =1,2,..., suB(£\")* < oo, ir I = lim,, .o ln(N,) > 0, tai at.d.

Zy ch.f. fz (t), apibreztai lygybd3.17), galioja jvertis

l By,
[f2,(0)] < exp{ - ﬂth}’ It <+ (3.33)
IRODYMAS. Turime, kad
e ()] < exp{ = L(t/2m)}, (3.34)
kur
Li(t) = 1(1 _|f (27rt)]2) 7 sin2(nta)pan (2)da (3.35)
AR &" " Pgeo2)az- -
IS Cia gauname, kad
|[fs, ()] < exp{ — In(t/2m)}, (3.36)
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kur

I,(t) :== Z/OO sin2(7rtx)p£~(_n> (z)dz. (3.37)
j=177% ’

Pastebje, kad|sin ra| > 2(«), kur () Zymi atstuma nuo skéiausc iki artimiausio sveikojo

skatiaus, gauname
- 1
falt) 2 8¢ / TP (2)dr = 4Byl | 5o ). (3.38)
]Z:; jal<t/2] % 2]t]

Prisiminge, kad

I =1lim, . ln(Ny) >0,

=== —0o0 N

gauname
L 9 o T
arba
L 5 mBy,
Remdamiesi funkcijos, (N,,) apibezimu (3.32), turime
In(Ny) > 2(1 —2B2Ly,,/N?). (3.41)
Tarkime, kadV,, = 2BnL}L7/f, tail,(N,) > 1. IS to iSplaukia, kad
1 _
|2, (0)] < exp { - ﬂt} < (m/2) L, (3.42)
2 2
LEMA 6. Jei at.d.gj(."), suEg-“](.”) =0ir aj(.") = E(;-“](.”) >0,7=1,2,... ,egzistuoja tankis
P (x), kuris tenkina salygdD), tai funkcijai f, (¢) galioja jvertis
J
1 B,
|on(t)| < exp{ - 3Mn}7 |t‘ > WNn ) (343)
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kur

n

M,, L Z 1 (3.44)

= 256 (n)2 ()2’
k=1 (0, +N2)Cy

Kadangi| sin ma| > 2(«) tai, remdamiesi jvéiiu (3.38), gauname

In(t) > 4Jn (), (3.45)
kur
Tn(t) = / b (m)%im (z)dz. (3.46)
k=177

LEMA 7. Tegul bet kokiamu > 1ir N,, > 0 egzistuoja toks intervalp—oo, co) suskaidymas

o<t o<l ) <

tenkinantis salyga
1 n n 1
6Nn§t’(“+)1_t§“)§4Nn’ (3.47)
kad
1 ()2 g2
Tn(®) = 5ha(Na) (= 117)) B2, (3.48)

jeit e [tlg”),t,i’fl], kur pasirinktajamn, atsizvelgiant {, t%) Iygustlg”) arbathl.
L EM A 8. Tegul neneigiamoji funkcija(t), apibrezta intervaléa, co), tenkina LipSico salyga
lg(t +s) —g(t)| < K]s]. (3.49)
Be to, tegul
V.= /Oo g(t)dt < oc. (3.50)
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Tada bet kokiara ir bet kokiam intervalda, co) suskaidymui
a=ty <t <ta...,
sumax g<k<oo(trt1 — tx) < €, teisinga nelygybe

i( max  g° ))AtkSV(2K€+4 sup g(t)), (3.51)

te<t<t
k=0 k> k41 a<t<oo

kur At = try1 — Uk

3.3 Teoremy jrodymai

3.3.1 4 teoremos jrodymas
Reikia rasti 2 teiginio liekamojo nari®,, .,, kai tenkinama salygéB.,) suy = 0, jvert, t.y.
reikia jvertinti integrala

dt

Tn
Ruo= [ "1z 0I5, (352)
Tn,O

kur f; () (t) atsitiktinio dydZio Z,, charakteristig funkcija ir dydisT), o atitinkamai apibeZti
formulemis (3.17) ir (3.26). Pazye]enj 5(” / By, ir pastelgje, kadl'x (1, (n)y = Fk(gj(.”))/BfL,

randame
n =1 .
90n§n>(z) := Eexp {277]( )} = <pgj<_n)(z/Bn) = exp { ; k’i 5( )(z/Bn) }
1 )2
= exp {205- P(l2l/Ba)(1 +0<1/4>>}, 2] < An/9. (3.53)
Todel

3
exp{8 ]( H }< ‘gpg )‘ gexp{8 o; |z|2} (3.54)
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suvisaisz| < A,, A, = A, /(9B,), kur A, ir B,, apibeZzti atitinkamai lygylemis (3.7) ir (3.1).

Teqgul at.d.gj(”)(h),j =1,2,...,n, yra atsitiktinio dydiicfj(.") sujungtinis su tankio funkcija

p§§n>(h)(y) = ehypg;m (y)//_ ehyp§§n> (y)dy. (3.55)
Tada
(k) = B (h) = 3 =l (3.56)
k=2 '
oy (h) = D& (h) =3 LG RL (357)
irat.d.¢; ”)( h), k — tosios eiles kumulantas
n — 1 SN
r(67() = ; TG RL (3.58)
Zymesime:
Suh) =57 ), B2h) =3 " (),
j=1 j=1
M) = BSu(h) =SB (), Zu(h) = 2= Mnlh)
P Bn(h)
Lin(h) = By"(h) S EIEM™ (h) — mj(h)[*. (3.59)
j=1

Dydis h = h(x) yra lygties

1 (o)
x = M,( BnkZQ

S, )hF1 (3.60)

sprendinys. Jei lygtyje (3.32) vietoj at. QE](”) jraSysime jo sujungtinj atsitiktinj dydj, tuomet

gausime, kad
ln(Nu(h)) > 2(1 = 2B} () Lan(h) /N3 (). (3.61)

B(E™ (h) = my(h)* = Ta(€" (1) + 30" ().
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randame Liapunovo trupmenos jvertj

Lan(h) < Da(Sn(h)/BA(h) +3 max o} () /B2 (). (3.62)

1<j<n

Atsizvelgdami, kad at.dgj(.") tenkina salyggB,) suvy = 0, remiantis nelygybe (3.5), gau-

name
re(el™)] < REE20° g =34, (3.63)
kur
K, = 21r£1Ja<xn{K( AV n)}
IS Cia
Tw(Zy)| < K/AF2 A, =B,/K,  k=34,.... (3.64)

Remdamiesi nelygybe (3.63) ir lygtimi (3.57), Kak h < A,,/(12B,,), turime

00 k—2
M2y _ ()2 hBy, _? 5
o (h) = o] (1+9k223k(k—1)(An =0 (1+05). (3.65)
Toliau, remdamiesi at.dgj(.”)(h), k — tosios eiles kumulianto apil@zimu (3.58), gauname

S, )h** < (3.5K,B,)*

Mg

k: 4

>
Il

4

(k —2)(k — 3)(3.5hK,)** < 81(3.5K,B,)>.

NE

Eond
Il
N

Taigi T'4(S,(h))/Bi(h) < 18.2(B,/An)?/B2(h). Pasinaudoje Liapunovo trupmenos fier

(3.62), randame

Lyn(h)B(h) < 18.5(Bp/An)°. (3.66)
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Tarkime, kadV,,(h) = 6.2(B,,/A,,). Tuomet, remdamiesi nelygybe (3.61), gaundyié&v,,(h)) >

1. Dabar, remdamiesi 5 lema, p.40, randame d,dh) ch.f. f ) (t) ivert

|z, ()] < eXp{ - 732752}, (3.67)

visiems|t| < 7.0, kur 7" = 7B, (h)An/(6.2B,).

Asimptotinio skleidinio liekamajj narR,, o, apibezta formule (3.52), suskaidysime j du integ-

ralus

Ruo =1+ 1,

dt (3.68)

7—7(7.0) dt Tn
(0) _ 0) _
L _/Tn,o Iz () e I _/T}LO)
kur T, o apibeztas lygybe (3.26) if;, = C(I)AL-2. Dabar, pasinaudoje jvéiu (3.67), gauname
0) (n)
™ dt T 1 dt
1O _ / at / 1 alat
1 - Fzam®)| 7 = - expy = —t o

2 1
T exp { - WQT?%’O}. (3.69)

< -
- QTT%,O

Nesunku jsitikinti, kad

T T,
o [ dat 124 [
1= [ nw®I§ < o5 [ a0 (3.70)
Dabar, remiantis 5- 8 lemomis, p.40- 42, randame integralo
0 TIL

I = / o [T (t)’dt < 684er V2 K, (3.71)

) 1 1/4 3 — 1

(n) _ 9 -

X 12?%(” | Cy, exp { 2 2 }, c3 > 0. (3.72)

n k=1 C},

1=

Detalesnj jrodyma galima rasti p. 6263. Pagaliau, remdamiesi (3.60) ir (3.64), gauname

z = Bnh(1+6§:k(Bnh/A)k_2>
k=3

= Buh(1+0(3B,h/A))(1 —3B,h/A,) " (3.73)
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visiems0 < h < A,,/(3By).
Dabar, prisimine asimptotinj skleidinj (3.21), bei pasire lygytemis (3.52), (3.68) ir jvaiais

(3.69), (3.70) ir (3.71), gauname liekamojo nakg jvert

Tn
Rn,O = /
Tn,O

+ (C1Kn/An) max Hc {— Kiz } (3.74)

" k=

dt 2
fzn(h)(t)’7 < 2T2€Xp{ Tgo}

kai0 <z < Ay, KUrA, o = coAn, co = (1/6)(v/2/6), c3 apibeztas lygybe (3.118Cia

Tho = (1/8)(1 — x/Ano) Ao, Cy = 12.4 - 684¢*V/ 2. (3.75)

3.3.2 5teoremos jrodymas

Norint jrodyti 5 teorema, reikia jvertinti 2 teiginio, liekamajj nagj, -, kai~y > 0, t.y. rasti

integralo
Tnoy dt
R = / O (3.76)
Tpry t
jvertj, kur
1 (32)"
N x
Fiot) = H<2>\ﬁ§@, 3.77)
k=0
ir 37 (t) at.d. Z, ch.f. k - toji idvestire. Turime, kad
fz, (1) H fem (t/Br). (3.78)

Pazynekime:

Sz @) = T fe (t/By),

etk
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frurria® = ] fgl(vn)(t/Bn)v (3.79)

k#k1 #ko
on,k‘th,...,k‘l (t) = H f{](cn) (t/Bn)
k;ﬁkf;.lu;ékl
Darbe [45] jrodyta, kad
l l - )
@ = 3 3 A, (O X 15007 0/By) (3.80)
G=1 myj+..tm=l k=1 k1

my,; >0, v=1,5

> S /B 30 LGB s (1),

ko=1 kj:l ]
k2#k}1 kj#"’l#"'ikl—l

X

kur Ay, m;; (1) priklauso tik nud. Prisiming, kacli)f,ﬁ") =0,Iir

* 4z itx
s = [ en{ T har @
- t [, it
] x exp{HB }dF m ()
randame
Z |f [(t/By)| < |- (3.81)
ki1=1 1
Nesunku jsitikinti, kad
| 5(n)(t/B D <ElE™)7/BY v=1,2,...s. (3.82)
Vadinasi,
> \fgg) (t/Bn)| < Lym, v=1,...,s, (3.83)
k=1 °F

kur L, ,, apibreztas formule (3.3). Lygys (3.77) - (3.82) leidZia tvirtinti, kad

I O1 < (A L) max (77,40, (3.84)
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2 < QO+ EALL)) _max  |fz,k k(0 (3.85)

1<k1#ka<n
D@1 < e+ (ALY + Li) (3.86)
X ‘fzmk‘l,...,kl(t”? l = 3,4,....

max
1<ki#..#k<n
Kadangifz, (2rB,t) = fg, (27t), tai remiantis jvetiu (3.36) i 5 lemos, p.40 ir remdamiesi
nelygybe

.00 = { —éw)},

kur I, (t) apibeZztas lygybe (3.35), randame

2w Bt
1§k1r7£.%;£(kl§n’mekhkz...,kL( TBut)|

n
< _ : ;
=P { 1<k Aot < >, k(t)}

k=1
ktk #£... 2k

= exp { “L(0)+ max, (T (0) 4 T (t))} (3.87)
<exp{l/2}exp{ — I.(1)},
kur I,,(t) apibreztas formule (3.37). Dabar, remdamiesi 7 lema p.42 ir nelygybe (3.86), visiems

It| < Ty T = (w/Q)L;W, gauname

n

AR (1 + (ALY, + Ll,n) exp { . Wlf}, (3.88)

1=3,4,...irci(l) = c(l) exp{l/2}.

Partodamid,, , ir s apibezimus (3.18) ir (2.5), gauname nelygybe
(INVTTAZTT < (1-2)(3.8A,,)* !, 1=3,4,....s+2. (3.89)

Dabar, kai tenkinama salyd-, ), visiems! = 2m, m = 2,3, ..., (s + 2)/2, turime

Lin = B' S EE") <) /(B,/K)?
j=1
< (/A2 < (1-2)1/(3.80,,) 72 (3.90)
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Noredami gauti —tosios eilés Liapunovo trupmenas ,, jvertjsul = 2m+1,m =1,2,...,s/2,

iS jau Zinomos nelygyés (3.4) randame

((1— 1)!)(1—2)/(1—1)

Lln < L(l_z)/(l_l) <
T T (38A,,)77

I+1,n

)

visiemsl =2m+1,m=1,2,...,s/2.

(3.91)

Toliau, tegulT;, := C(I)AL=2, kur C(1) yra dydis, priklausantis tik nug, A, apibeztas

formule (3.7).

Dabar integralg,,  suskaidome j du:

dt

Tn
Roo= [ 155015 =1+
Y

n

kur

1 /3z\! [T ) dt
n =S u(5) [Cie

Ciar, = (r/2)L,/".

Taikydami nelygybes (3.42) ir (3.87) rasime integralo
L=12+1" 41+ 1%

jverCius

3z [™ dt _ 3yex [™ 1 dt
Ifl) = / |f(1)(t)|— < ve / (t/\Ll,n)exp{—tQ}t
T

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)



1/3z\> [™ dt
1P = 2) / A0
Y

2 .
2 rTn . "
< (1+(# A L%))e@{ - 2t2}
8 Tn,'y ’ T n
9e(rx)? 6 L
S (1 ’ T5n> eXp{ e (3.98)
s l
’ 1(3x ) dt
o u(z)/ 1T
=3 T ry
(% | " ! l 1 51dt
< ; ﬁ <2> Cl(l) /Tnﬁ (1 + (|t| A Ll,n) + le) exp{ _ Pt 7
w2 5.1 3\/5.% l l l .
) i ! . 2 /9 3.99
= T, l!( 4 >{+<1,n/\(w+(\/§)>> (3.99)

1
-2 2
+ (—-1)!/(3.8A,5) }exp{ - 71_QTnﬂ}
1 1,
4872 P { N ﬂT"’W}’

su visaisl < z < (5/(8n2\/en?))T,, . Remdamiesi jvéiais (3.95) - (3.98), gauname

IA
[\
3
=2
>
o]
—
|
—_
(@)
N}
s
2
——
_l’_

2 2.2
us 1 5 oY 1, 5
I < o exp{ ~ 1622 Tnﬁ} + ?Tnﬁ exp{ - 7T2T"’7}' (3.100)

Noredami jvertinti integrald,, kuris apibeztas lygybe (3.94), pazygkime

‘@
t?

Tn
i - / 2o (1) j<l, 1=0.1,...s (3.101)

Toliau, tequlTy = T,,/(2nB,) = C(1)A,/(2nBy,), kur A,, apibeztas lygybe (3.7). Taigi, i$
lygybiy (3.78) irI;(t) israiSkos (3.35) gauname

~ T 4 n—j—4 dt
I, < / ”‘f ) (27t)| /|f m (27t)|—
1/(2N,) 71;[1 & }_[1 &, t

T

*
n

< / exp { — [1(t) — (T, () + ..+ I, (1)
1/(2Nn)
! dt
+ Im+...+IT4]}1_[1”|f§£?>(27rt)\t (3.102)
* 4
j+4 /Tn " dt
< expqt— exp{ — I,(t foo (27t)|—,
{ : } ™ (= O] g 2t
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kur N,, = QBnLi/f ir [[” sandauga visy;, kurie nesutampa st , k2, . . ., k;; [ |’ sandauga visy
indeksyl;, kurie nesutampa nei s, ko, . . . , k;, nei sury, ro, r3, r4.
ISskaidel,, () | dvi dalis I, (t) = 31,,(t) + 1 1,(t) ir 31,,(¢) jverting remdamiesi 6 lema p.41,

0 %In(t) remdamiesi 7 lema p.42, galiausiai gausime

- |+ 4 1
L, < 2Nnexp{‘ﬁ;}exp{—4Mn}

(n)

by 1 n 1 dt
S [ ewd - je- B el @109
kUt i=1 ‘

j+ 4 1
4+/ 27rL411,/3 exp {];} exp { — 4Mn}Un,

X

IN

kur M,, apibeztas formule (3.44), 0,,, pagal KoSi nelygybe

4
Up == > sup | fym (278)]
kot <<t i1 ‘

IN

4 1/4
H”(Z sup )yfég)(zm)ﬁ) . (3.104)

=1 N g tM<e<e)

Tegulg,,(t) := \ff(ﬁ) (27rt)\2. Tada 8 lemos p.42 tvirtinimas teisingas su

T4 Ty )

Prisiming, kadl /(6 N,,) < t,(ﬁr)l - t,g") < 1/(4N,), turime

(n) 1/4
1/4 (4 + ﬂm’) . (3.105)

4
U, < 6N, []"C N

i=1

Taigi, remdamiesi Siuo jvéiu ir lygybe (3.101), gauname

_ 4 (n) \ /4
5 9 j+4 1 ~(n)1/4 Or;

i=1

1 < 1
X — . 3.106
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Pagaliau, remdamiesi lygybe (3.94Yirjverciu (3.106), turime

2v/2N,,
. 1(3
exXp { ‘1 Z (n)2 } Z ZT <\ééx(1 + Lll,n + Ll,n)) :
— <Uk +N2>C’ =0

Toliau, pasinaudodami saly@B.,), randame

4 (n) \ 1/4
i< 20 A2 (n)1/4 mor;
I, < 24nV27me*(N7:/By)  max ]:[1 Cy 1+ (3.107)

Ly :=B;" Zn:Eg§")4 < 24"(K/B,)? < 6-247(K,/By)?, (3.108)
j=1
kur K, = 2maxi<j<n (K](”) \/0§ )) Tada, remdamiesgj,(N,,) apibezimu (3.32), randame
ln(Ny) > 2(1 = 2B2Lyn/N2) > 2(1 — 12 - 247 (K, /N,,)?). (3.109)
Turime, kadl,,(N,,) > 1, tuomet tare, kadv,, = 24(17/2K,  gauname
exp{ -1 Z ( (n) + N2 C'( )2>1} < exp{ — d% ZH:CIEH)_2}, (3.110)
kur
d=1/(4-256). (3.111)
Taigi iS nelygybiy (3.106) ir (3.107) gauname

4
L < 96v2re?247(K,/A,) max [[cm!

205, 1 (3.112)
3Vex
X exp{ K2Z }sz< 5 )(1+L + Lin).
Toliau nesunku jsitikinti, kad su visals< = < A,,
l
1 (3yex(1V Ly, —~ 1
Zl(%)) p{_K }
1=0 " ot
(&) " 1
con{ -3k .113)
ZKn P C(n)

k
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jei tenkinama salyga

1 ()72

. K2 Zk:l Ck

1 " > d 3.114
&n—n)o (1 \/ L17n)An7»\{ — 9 ( )

kur d apibreztas lygybe (3.111). Tadamil — tosios eilés Liapunovo trupmenos jMaus (3.90)

ir (3.91) gauname

1 /3/ex\ 3ver\ 1 3y/ex \'? )
_ < .

suvisais) < z < A,, . Tokiu b'udu i$ nelygybiy (3.112) (3.115) turime, kad

1<rl<n

4 n
-2
Ir < 3K, max C’(”)l/4 exp{ __d Z C’]E,n) }, (3.116)

kur c(v) < 192¢2V/2m - 247,
Pagaliau, remdamiesi lygemis (3.92) - (3.94) ir gautais jv&@ais (3.100) ir (3.116), gauname
tikimybesP(Z,, > z) = 1 — F, («) asimptotinio skleidinio liekamojo nari®,, ,, kai~y > 0

jvertj

1
R,, < Tsﬁexp{ ~ 162 nﬁ} + ey (Kn/Ap)
cs 1 N qm 2
1/4 _8 - n)
121?2(”1_[0” exp{ 2 K2 ;C’k }, (3.117)

kur T;, , apibeztas lygybe (3.20) ir

c3 = (256(1+96-247))71 ¢y =192¢V2r - 247 (3.118)
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4 Skyrius

Atsitiktiniy dydziy serijy schemoje
sumos skirstinio tankio funkcijos
asimptotiniai skleidiniai didziyjy

nuokrypiy zonose
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4.1 Pagrindiniai rezultatai

Skyrius skirtas nepriklausomy atsitiktiniy dydZziy (at.@ﬁ‘), é”), ...,§§”),j =1,2,...,n
2
su vidurkiaisEfj(”) =0,ir dispersijomiSUj(”) = Egj(,”)2 sumos serijy schemoje tankio funkcijos

asimptotiniams skleidiniams gauti didziyjy nuokrypiy Kramerio ir laipes@Liniko zonose.

Zymésime
N 2 N (n)2 Sy
J=1 J=1
d
Fz.(2) =P(Zn<z),  pz,(2) = - Fz,(2). (4.2)

Rezultatus gausime remdamiesi didziyjy nuokrypiu 3 lema p.29, panaudoje kumulianty metoda
ir charakteristiniy funkcijy jvegius. Siame skyriuje gauti rezultatai yra iSspausdinti straipsniuose:

1. Deltuviere D. Atsitiktiniy dydZiy sumos seriju schemoje tankio funkcijos asimptotinis
skleidinys didZiyjy nuokrypiy Kramerio zonoje, Lietuvos matematikos rinkinyd LTspec.nr.41,
Vilnius, MII: 2001, p. 620-625;

2. Deltuviere D., Saulis L. Asymptotic Expansions of the Distribution Density in the Large
Deviations Zones for Sums of Independent Random Variables in the Series Scheme, Acta Appli-
candae Mathematicae T8, Dortrecht, Kluwer Academic Publishers B.V., 2003, p. 87-97.

Norint pritaikyti didziyjy nuokrypiy 3 lema, reikalingas at.&Z,,, kuris apibeztas formule
(4.1), k — tosios eiles kumuliantal,(Z,), k = 3,4,... jvertis, kai at.d. £, j = 1,2,...,
tenkina apibendrinta S.BernSteino salyd& ): t.y. egzistuoja dydziaj > 0 ir K](”) > 0 tokie,
kad

2
EEM)F < ) (M0 k=34, (B,)

Kumulanty T'x(Z,) jvertis gautas 3 skyriuje, 1 teiginyje, p. 33.
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Toliau visur reikalausime, kadl,, — oo, kain — oo, kur

_ Pn — (n)\, ()
A, = K, K, = 2121%)(” (KJ Vo, ). (4.3)

[rodant didZiyjy nuokrypiy teoremas Kramerio zonoje, vartojami atsitiktiniai dyqﬁé(h),

kurie yra sujungtiniai atsitiktiniams dydiiar@j%"), su tankio funkcija

b = M) [ [~ Mg (4.4)
Tegul
Sulh) = jzz;é}”)(h% 2a(0) = =), (4.5)
My(h) = ESn(h):é(k_lm!l“k(sn)hk_l, (4.6)
B%(h) = DSn(h):i(k_l2)!Fk(Sn)hk‘2. 4.7

Dydis h randamas i$ lyg@s (3.60). Kadangi at.d;“.](.") yra nepriklausomi, tai normuoto ir cent-

ruoto at.d.Z, (h) charakteristig funkcija yra

Fzam () = Be#n() = exp {—’it ]\;:((Z)) } 1_[1 f£§n>(h) (t/Bn(h)). (4.8)
=

Tiriant at.d. Z,, skirstinio tankijpz, (x) didZiyju nuokrypiy zonose, svarb us yra dydziai:

Dngy = e 0/0F0 ey = 1/6(v2/6)/ 027, (4.9)

Ton = 3/8(1—2/Ap)Anqy  0< <Ay, (4.10)

Reikalausime, kad at.q‘j(."),j = 1, n egzistuoty tanki$£(n> (x)ir
J
SUP P (n) (x) < Cj(»n) < 00. (D)
xT J

Tuo atveju, kai at.dgj(.") tankis neegzistuoja, tariame, kéI;i") = o0.
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2
TEIGINYS 3. Tegul serijy sekaj(.”) su vidurkiaisEfj(.") = 0 ir dispersijomiso; = Eg§") >

0,5 =1,2,...,tenkina salyga$B, ) ir (D), tuomet kiekvienam sveikajdi > 1 intervale

0<z <Ay,
galioja asimptotinis skleidinys
l
pn () x+1 .
= Ly ( 1 M, (z , . 4.11
ola) ~ P (‘*EZ 00 (5o) +R.) @
su liekamuoju nariu
* 2 o *
Rn,'y = ; - ’fn,'y(t)’dtv (412)
n,y
kur
L /3\Fzk (k)
2 <2> Hf (t), >0,
fan(t) = (4.13)
[ 2, ) (1) 7=0
Cia

k
Z )\k,nx )

3<k<m

{(1/v)+l1, v >0,

00, v =0,

kur koeficientai\;, ,, gaunami iS lygybes (2.8). Daugianariad, ,, randami i$ formuliy

ZKM )y kn(2), (4.14)
m@=2ﬂéﬂdmwww Ko(z) = 1, (4.15)
m=1
(@) = 3 Hyson(w) [T o Cmea(Z0)/(m + 20, (4.16)
m=1 """

58



Cia sumuojama pagal visus sveikus ir neneigiamus lydties 2k, + . .. + vk, = v sprendinius

irky+...+k, =10.1ir Hy(x) - Cebyéevo - Ermiten — tosios eiles polinomai

Atskiru atveju:
Mon(z) = 0,  Min(z)=(-1/2)3(Zy),
Ma(x) = (1/8)(5T3(Zn) = 204(Za))a? + (1/24) (3Ta(Zn) - 5T3(Z0) ).
Ms(z) = (1/24)(34F3(25)F4(Zﬁ)——4I5(22J —-45F§(Zﬁ))x2
+(mm@mwm—%maﬁwm+%nmnﬁm.

Dydisq(~, 1) apibréztas lygybe (2.22).

4.2 Asimptotinio skleidinio liekamojo nario jverciali

Rasime asimptotinio skleidinio (4.11) liekamojo naf¥) ., apiblezto lygybe (4.12) jvefius,

kai v = 0 (Kramerio) ir kaiy > 0 (Liniko) zonose.
TEOREMA 8. Tegul att" seka, sute™ = 0ir o = B¢ > 0,5 = 1,2,...
tenkina salygagB,) , kaiy = 0ir (D). Tada visiems:
0<z<Anp (Kramerio zonoje)
galioja asimptotinis skleidinys (4.11) su liekamojo nario jverciu

4
2
X max Cﬁ?)lﬂ exp { - % Z l/C',gn) }, (4.17)

1<j<n
S

=1

co- teigiama konstanta.
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2 2
TEOREMA 9. Tegulatd.6” = 0suE¢" = 0ir o/ = E¢" > 0,5 = 1,2,...

tenkina salygasD), (B, ), kaiy > 0, ir

Tada su visaig,

0<z <Ay, (Liniko 20nos)

galioja asimptotinis skleidinys (4.11) su liekamojo nario jverciu

2 2,.2
T 1,5 STex 1,5
RTL,’Y S Tn77 eXp { - 1671-2Tn77} + TT’H”’Y eXp { - 7[.2Tn7'7}

4 n
4 )2
+ a(y)K, max Cﬁl_")l/ exp{ — 2;?,2 E C’,(g ) }, (4.18)
- " k=1

giaT, ., K, apibrézti lygybemigs.10), (4.3) ir ¢z = (256(1496.247)) 7", ca(y) = 192e2/27.247.

4.2.1 8teoremos jrodymas

Turime, kadgj(.")(h) yra sujungtinis at.d. atsitiktiniam dydii»jé”), kurio tankio funkcija

apibrezta formule (4.4). Nesunku jsitikinti, kad

oy _ N~ L ()} k1
E¢"(h) = 2;<k_1ﬁFﬂ% i (4.19)
700 = DgI =Y (420
k=2 ’

ir k — tosios eiles kumuliantas

n - 1 N
T (h) = Tr(E)RP2, k=3,4,.... (4.21)
Pasinaudojus 3 lema, p.29 bet kokiam af,dB teoremos jrodymui reikia jvertinti integrala

Iz/ o (B)]dt, 4.22)
|t|27—n,0
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kur
Tno = (1/12)(1 — 2/ Ap o) App, Apo = oAy, co = (1/6)(v/2/6),
CiaA,, apibeztas lygybe (4.3).
Remiantis 6 lema, p.41, turime
|fz.m ()] < exp{—Inn(t/2m)},

Inn(t/2m) = Z/ sin?(7tx) pg(n)( )dm>4t22/ x pg(n)(h)(;v)dx
j=

|z|<1/2]¢] i

= 4By ()l (1/2]t)), (4.23)

kur

L) = B()Y (/_Z PdFy @) =2 [ ddg, (o )>

st No(h)
— 2<1— B,%l(h Z/ 22dF. o (@ )) (4.24)
= 2(1- W)

Zinant, kadE(g(")( h) — E§§”))4 = F4(§](")(h)) + 30( )4(h), randame

(n)?
L4 (Sn(h)) a; " (h)
<=7 : .
Lan(h) < Bi(h) R B (4.29)
Toliau, remiantis lygybe (4.20), kai< h < A, /12B,, = 1/12K,,, gauname
(m)? (m)? s hBu "% _ w2
o (h) = o] (1 +0 k(k - 1)( A > > =" (1+0(5/8)). (4.26)
k=3 "
Remiantis lygybe (4.25), nesunku jsitikinti, kad
Ta(Sn(h))/Ba(h)] < 18,2(Bn/An)?/ Br(h). (4.27)

Atsizvelge | nelygybes (4.25) ir (4.27), gauname

Lan(h)Bi(h) <18,2(Bn/Ay)%.
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Tequl N,,(h) = 6,2(B,/A,,). Taip parinkusN,,(h) ir remiantis lygybe (4.24), kad gauname

ln(Np(h)) > 1. Tuomet
| f 2, (1) < exp{—t*/m*}, It| < T, T, = mB,(h)A,/(6,2B,). (4.28)

Dabar integrald, apibiezta lygybe (4.22) suskaidome j du integralus I; + I,

I = / Frm@®ldt, L= / Fanim (B)]dt.
Tn,0 <[t <Ty [t|>Tn

IS (4.28), gauname

I = / Fzam (Dldt < (72/27,) exp{—72/72}. (4.29)
Tn,OSlt‘STn

Remiantis 7 lema, p.42 funkcijdj, ,(t), apibeztai lygybe (4.23), visiemse [té"),té’fl] galioja

jvertis
_ ()2 p2
Inn 2 2l (Nn(R))(t =1, ") By (h),

kur (6N, ()" < ) — 6" < (AN, ()7, ir t,(g’;) fiksuotamn lygus ") arbat|", prik-

lausomai nuat. Tegul I ,(t) = 3Iy,(t) + 315, (t). Tuomet remdamiesi 6 lema ir 7 lema,

gauname

L - / i (8)|dt = 2B, (h) / fs iy (2mD) e

Tn (2Nn(h))71§‘t|<00

< 27B,(h) / exp{ — Inn(t) = Ina(t)} fs,(n)(27t)|dt
(2N (h)) 1 <[t <00

(n)
3 fr+1 1 n
< 2me' By (h) exp{ - ZMn(h)} 3 /t N exp{ 5t - t,go))QBg(h)}\ Fsu ) (2m) dt
k k
< 2re*v2n exp{ - ZMn(h)}Un(h), (4.30)
Cia
C3 . (n)y—2
Mn(h) > K7%j21 (C] ) ) c3 >0 (431)



ir Uy (h), remiantis KoSi nelygybe

Un(h) = Y sup |[fs,n(2nt)]

k t(")<t<t§:21

4 1/4
H(Z sup \fsi(h)(%t)l‘l)

i=1 M <ttt

IN

Dabar, remdamiesi 8 lema, p.42 ir laikydami, kgdt) = |f¢, ) (27t)|*, gauname

g5+ 0) = 95001 =| [ exp {2mite + Do, o (0)dy
- / exp {2mity}pg (4 (y)dy‘ = ‘ / exp {2mity}(exp{2mily} — 1)pg () (y)dy
§27rl</ ypg(h)() ) —Q\fwcr")().
Vadinasi, funkcijaif,sj(h)(27rt)\2 tenkina LipSico salyga (3.49) su konstahfa(h) = Qﬁwa](.")(h)
ir Vi(h) = [%_ g;(t)dt = Pg,y(0) < Cj, 5 = 1,2,3,4. Prisiming, kadVy, (h) = 6.2(B,/Ay),

aj(")(h) < 1.75&](.”) su visaish| < A,,/(12B,) ir remiantis 8 lema, p.42, gauname

4 1/4
Uat) < TI(X swo Ifen@enl?)
=1 kot <t<t™)
() 1/ T g
< 372K, H(4+175\fm (6.75,) 7)) =172k, [T ¢ (4.32)
=1 =1

Taigi, pasinaudoje nelygwmis (4.30) - (4.32), turime

1/4
1<rl<n

I, = / |fZ ()]dt<684e 4rv2r K, max C'(”)
T <|t|<oco

03 — 1
nj=1C;

Remiantis nelygybmis (4.30) ir (4.33), gauname teoremaos tvirtinima.
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4.2.2 9 teoremos jrodymas

Norint jrodyti TEOREMA, 9, reikia jvertinti asimptotinio skleidinio (4.11) liekamajj narj

. R SRR L AN
Rio= [ il [T G (5) iflwm v @

n, Y k=0
(1) - at.d. Z, ch.f. k-toji igvestie, 5 () = f2,(t).
Pirmiausia rasime at.dZ,, ch.f. [ — tosios iSvestires fgz (t) jvertj. Remiantis 5 teoremos

jrodyme gautais pazyejimais ir jveciais (3.78) - (3.85), bei 8 lema, p.42, gauname

2O < e+ (1t ALL) + Liy)

X |on,k1,...,k:l (t)|, [=3,4,.... (4.35)

max
1<ki#..#k<n
Prisiminus, kadN,, = 4B, L3, srityje |t| < %WL;}L, gauname charakteristia funkcijos

[ — tosios iSvestires jvertj

t2
\f(lZ(t)ISC1(l)(1+tl/\Ll,nJrLl,n)eXp{—ﬁz}, I=3.4,..., (4.36)

kur ci(1) = (1) exp{l/2}. TarkimeT,, = (w/4)L3:}L irT,~/2 = 1/4(1 — /Ay 5) A . Tada
imkime

| i wa=n (@.37)

Ty

kur

S l Ty,
I = Z},(‘?) / RACIE (4.38)

1 (3z\! [
I - u(z) / 179 (). (4.39)
: T
=0 n
Integralals suskaidysime | keturis
=1 +1{" + 1Y 4+ 1V, (4.40)

64



2

(0 o . 2/ 2 ™ Lo,
Y = [z, (B)]dt < exp{~#/n?}dt < T—exp{ = T2} (4.41)

Ty /2 Ty /2 n,’y
3
1) = ?m/ ) 1)t < fx/ (t A Lyp) exp{—t*/x*}dt
2 oy n Tn'y ’
3y/en’x 1
< WL o (T /2 (442)
1/32\2 [T 9ex? [T
1 4<;) |7 uReu < [T ar@ar)
Tn,w/ Tn’7/2
12 9em?a? w? 1 2
X exp{——g}dt < 32( nal2 2Tm) eXp{ " 2 Tnal2) }; (@43

# = ) omE (% o

In 1 w2 3\/ex
I a7l 1,
S AR ALMHLl,n)exp{ t }dt < sz/zz ( ; >

Tny/2

« exp {1 ; (L’l,n A ((Tosf2)! + <w/ﬁ>l>> (-2, SAm)”}

« exp{ - ﬂl (T /2) } < 2T:i/2 Xp{ - 1617T2(Tn,w/2)2}
Tl o { = (/22 (4.4

su visaisl < z < 5(T,,/2)/(87%\/e). Remdamiesi jvdiiais (4.41) - (4.44) gauname

7'('2 1 5 57.[.21,2 1 )
I3 S Tn7’y eXp{ - 167_‘_2Tn7’y} + TTn7'y eXp{ - 7_[_2TTL,’Y}' (445)

Dabar, remdamiesi lygybe (3.78) Ir(¢) iSraiSka (3.35), rasime integralq, apibezto lygybe

(4.39) jvertj. IS pradziy jvertinsime integrala

f4:/ Fzokk, Oldt,  §<LI=01,... 5. (4.46)
[¢>T

n—j—4
I, < 27B, H”yf (27t)| H | fe, (2mt)|dt

|t>1/2N, 1

21 B, / exp{—[In(t) = (T, () + - .. + I, (1))
t|>1/2N,,

IN
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4 .
+ Ly () + .+ Ly @1 [ e (270)|dt < 27 By exp {”4}

; 2
=1
4
X / exp{—In(t)} [["Ifn (2mt)|dt. (4.47)
[t|>1/2Ny i=1
Cia []"- sandauga visw;,i = 1,2, 3,4, kurie nesutampa sk, ko, . . . , k;; [~ sandauga visy
indeksuyl;, kurie nesutampa nei s, ..., k;j nei sury, ro, 73, 74. Remiesi 7 lema ir 8 lema, p.42,

suskaidzius integralé, (¢) | dvi dalis I,,(t) = 31,(t) + 11,(¢), ir pasinaudoje nelygybe (4.47),

- 4 3
I, < QWBneXp{J_g}exp{—4Mn}

N

4
e {— t—t 22 }H”yf(n) (2nt)|dt

=1

TF\/%GXP {24} exp { — 4]\471}Un7 (4.48)

randame

=[]
\

IN

kurt,go), bet kokiamn priklausomai nud ir yra Iygust,(€ ") arbat;jl,

3

2 2\ —1
M, > (1/256) ((gj(”) +N5)C§”)) , (4.49)

4

4 1/4
SH"(Z sup |f§§?)(277t)|4> :

ko<t
Dabar, paseme (4.35), (4.39), (4.48) v, jverCiu (3.104), gauname

) 4 (n) \ 1/4
- j+ 4} 1/4 moy,

Iy < 247v2 —— N, | | Cr(n) <1 4+ — >
v : TI'GXp{ 2 Pl 2v2N,,

= 1

X exp { — Z 5 } (4.50)
= e+ ey

Dabar j iSraiSka (4.39) state jvertj (4.50), gauname integfajgertinima

() N4 73 e\
I, < 24rV27elN, C(”)1/4 o -
4= TVame <£~Izla§+4 +2\/§Nn kzol! 4
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x (4L, + L) exp{ dz (4.51)

n) n NQ)C(") }
kur d apibeztas lygybe (3.111). Pagaliau, prisimine lygybes (4.38), (4.39) ir remianti§aier

(4.45) ir (4.51), gauname

R - 3x (l)
[ 1w = Zl,( )/T 70l
Sen’ly, A x (T3 +) i 1 2
—_ —_ - _7Tn
16 eXp{ 2 T P Teme ()

(n) \ 1/4
+ 427V27e?N,, max HC”)1/4< W)

1< <n 2V/2N,,
X exp{ dz

IN

2}. (4.52)
(o™ +N2)C’()
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5 Skyrius

Bendryjy teoremuy taikymai

5.1 Diskontavimo ribines teoremos

5.1.1 Santrauka

Skyrius skirtas nepriklausomuy, vienodai pasigkirsiy atsitiktiniy dydziy (at.d.) sekaX;,
j = 0,1,2,... su vidurkiaisEX; = y, ir dispersijomiso> = EX? diskontavimo didziyjy
nuokrypiy ribiniy teoremy jrodymui. Sio skyriaus rezultatai yra iSspausdinti straipsnyje:
Saulis L., Deltuvier D. The discounted limit theorems for large deviations, Lietuvos matema-
tikos rinkinys, T43, spec. nr. 43, Vilnius, Mll, 2003, p. 703 - 708.
Tegul Xy, X1, X2, ... nepriklausomy at.d. seka su taCapasiskirstymo funkcijd’(x)

ir v bus diskontavimo faktoriu®) < v < 1). Apibrezkime

Sy =Y vFXp. (5.1)
k=0
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Tarkime, kad pirmieji trys at.dX; momentai yra baigtiniai:

[e. 9]

uwo= / xdF(z) < 0o,
ot = /(a; — p)?dF(z) < oo, (5.2)
p = / lx — p|*dF(z) < oco.

Tada nesunku jsitikinti, kad at.&,, vidurkis ir dispersija atitinkamai yra
ES, = u(1—v)" 1, DS, = o*(1 —v*) 7Y (5.3)
Toliau nagriresime centruota, normuotajj at.d.
Zy =07 (1= 0)3(S, — (1 — )™, (5.4)
kurio vidurkisEZ, = 0ir dispersijaD Z, = (14+v)~!. At.d. Z, pasiskirstymo funkcija Zy&sime
F,(z) ir nagrinesime normalyjj skirstinj su nuliniu vidurkiu ir dispersija + v) !

Ny (z) = <1;”>é /xexp{ - 1;vy2}dy. (5.5)

— 00

Hans U.Gerber darbe [19] jrédBerry-Esseen teorema, kai at.d. taikomas diskontavimas: jei

tenkinamos salygo&.2), tai visiemse yra teisinga nelygy®

NI

|Fy(2) = No(2)| < 5.4(p/0”)(1 —v)z. (5.6)

Mes nagrisime tikimylesP(Z, > z), kaiz = x, — o0, v — 1, asimptotinj skleidinj,
t.y. jrodysime didZiyju nuokrypiy teoremas at.d,, apibeztam lygybe(5.4), remdamiesi ku-
mulianty metodu, kai at.dX, centriniai momentak (X, — ©)® tenkina apibendrinta Bernsteino

salyga(B,):

egzistuoja dydziay > 0 ir K > 0 tokie, kad
IE(Xo—p)°| < (sH'K* 262 s =3,4,.... (B,)
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5.1.2 Didziyjy nuokrypiy diskontavimo versija
Pazymekime

g

b= sy A =amAlT, (5.7)

Kur ey (v) = (1/6)(v2/(6(1 + ) NY 2 i g v b = max{a, b}

TEOREMA 10. Tegul X atd. SUEX, = pir 0> = E(X; — )2, k = 0,1,2,...
tenkina squgagﬁv), tai at.d. Z,,, apibrezto lygybés.4), pasiskirstymo funkcijak’, (x) intervale

0 <z < A,(v) galioja didZiyjy nuokrypiu lygybés

1—Fy(x) r+1
S = e @) (1o ),
Fy(—z) B x+1
W=D = el o) (14 6af @ g ). 58)
Cia
o) 60(1+(1+0)a2() exp { — (1 = 28,(1) VA })
Tr) = ,
(1 —2/Ay(7))
(1/7)+2, v>0,
Ly(z) = > b +0@/A(7), p= (5.9)
3<k<p 00, v =0.
Koeficientai) iSreiSkiami per at.d.Z, kumuliantus ir gaunami i$ formulées, = —b_1/k, kur
by yra apibréezti lygybe (2.9). Atskiru atveju:
b= T3NZ) =14, b= (1) Ts(Z)
1
by = —5(+ ) (Ta(Zy) = 3(1 + v)T3(Z,)),
1
by = (14 v)?(Ds5(Zy) — 10(1 4+ v)T'3(Z,)T4(Zy) + 15(1 + 0)*T3(Zy)),
Koeficientai)\; tenkina nelygybe
k—2
nef < 220 (16(1; ”)) (41, k=34, (5.10)
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todel

(14 v)a? x (1+v)z3

b <=——rmam D92 50

(5.11)

TEOREMA 11. Tegul atd. X, £ = 0,1,2,... tenkina salyga(l%), tai pasiskirstymo
funkcijai Fy,(z), visiemsz > 0, x = o(AY), kur A, apibrézta lygybeg5.7) ir v = v(y) =

(1 +2max{1,~v})~!, teisingos lygybes

. 1—Fy(2)
lim ——— %\
o211 — N, ()

F (—
~1 lim 2250

lim oy = b (5.12)

Atskiru atveju, kaiy = 0, lygybes(5.12) teisingos su visais > 0, z = o((1 — v) 6.

TEOREMA 12. Tegulat.d. X, £k =0,1,2,... tenkina sa‘_lygegﬁv), tai tikimybeiP(+ 7, >

r),SUH, = 2" (1+v+0?)7tir A, = dvey (1 — )2 yra teisingos eksponentines nelygybées
exp |~ e’ 0< < (Hy A,
P(+Z,>12) < (5.13)
exp{ B i(fBAv)l/(lﬂ)}a > (H%J”Av)l/(“%).

5.1.3 10— 12 teoremy jrodymai

Teoremas jrodysime remdamiesi kumulianty metodu, kurj padi.ubtatulevtius ir iSpetojo R.
Rudzkis, L. Saulis, V. Statuletius [53], [60], [63]. Tegulf(t) = Eexp{itX;} yra at.d. X,
k = 0,1,2,... charakteristig funkcija. Tuomet, Zinodami, kad at.&,, iS apibezimo (5.1) ir
atsizvelge jtai, kad at.d\;, k = 0, 1, 2, ... yra nepriklausomi, gauname atd, charakteristies

funkcijos fz, (t) iSraiSka:

ol

f2,() = Eexp{itZ,} =Eexp {ito (1 —v)2(S, — p(l —v)™")}
= exp{ —itpo ' (1 —v)"2}Eexp {ito (1 — v)2S,}

= exp{ —itpuo (1 - v)fé} H fle7ta - v)%vkt). (5.14)
k=0
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In fz, (t) = —ituoY( —1/2 4 Zlnf ta - v)2v t). (5.15)

Atsitiktinio dydzio Z,,, s — tosios eiles kumulantas

1 d°

Is(Zy) = =

— =1,2,.... A
05 dts lanv(t)‘ ) S St (5.16)

t=0

Tuomet, remdamiesi lygyb®.15), gaunamé’; (Z,) = EZ, = 0,

g

_ .0\1/2 1
T.(Z,) = <(1 v) ) Ty(Xo), s=2,3,.... (5.17)
Atskiru atveju:
I2(Z,) = DZ,=(1+v)""!

(1 — )2 T3(Xo) _ (1—v)/2 E(Xo — p)®
1+v+4+v2 o3 1+v+ 02 o3

I's(Zy)

Norint jrodyti teoremas, reikia jvertinfis(Z,), s = 3,4, .. ..

TEIGINYS 4. Jeiatd. X, k=0,1,2,...SUEX;, = pir 0 = E(X;, — p)? tenkina salyga

(B,), tai
1 ()
‘ ( )‘_1+U+’U2 A827 S:3,47~--, (518)
kur
A — 1 o
v_Q(K\/O’) Vi—v

[rodymas. Remdamiesi 3.1 lema [60] irsqugﬁv) bei pastebje, kadl's(Xo—EX() = I's(Xo),

s =2,3,..., gauname

ITs(Xo)| < ()" (2(K Vo)) 20?2,  s=34,.... (5.19)
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Dabar pasinaudoje at.dZ,, s — tosios eiles kumuliantd's(Z,), s = 3,4,... iSraiSka(5.17),

turime

Ts(Zy)] < ()™ ((1 — U)l/Q)s(z(K Vo)) e? <

1—vs o
(1—0)*2(sH) 7 (2(K Vo) 1 (sHht
1—3 S l+v+e? A2

(5.20)

g

kur A, apibZtas lygybe5.7).
|

10 teoremos jrodymas Pirmiausia pastesime, kadF,(z) = P(Z, < z) = P(Z} < z,),

kur
Zr=(D2,) 2, = 1+ v)?2Z,, z,=(1+0v)" . (5.21)
Be to,
d(x,) = L /ffv exp{ — 1yQ}aly = Ny(z) (5.22)
v /27_[_ . 9 v )

kur N, (z) apibéZtas lygybe (5.5). Tédami at.dZ; su vidurkiuEZ; = 0ir dispersijaDZ; = 1,
s — tosios eiles kumulianty apizimal'y(Z) = (1 4+ v)*/?Ts(Z,), s = 1,2, ... ir remdamiesi

jverciu (5.18), gauname

Tz < (LFO2 )T (s

=3,4,... 5.23
v/l = 1—|—U+’02 Af,_2 = (A:)8727 § 3) ) ) ( )

kur A* = (1+v)"'/2A,. Vadinasi, kai at.d¢ = Z;, tenkina salygdS.) 1 lemoje [60, p.22],
imameA = A* = (14+v)~'/2A,. Todel, remdamiesi Sia lema ir jvéiais (5.19), (5.20), gauname

10 teoremos tvirtinima.
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11 teoremos jrodymas Pirmiausia pasteisime, kad

o 1

Bu = 2K Vo) (1—v)l/2

— 00, v — 1. (5.24)

Tuomet i8 10 teoremos, nesunku jsitikinti, kad su visais= o(AY), kurv = v(y) = (1 +

2max{1,vy})~ !,

z 1 ( A20-max{tab/ ((1+2V)(1+2max{1ﬁ}))) 0, (5.25)

nesy —max{1,v} < 0 suvisaisy > 0. Remiantis 10 teoremos tvirtinimu, reikia parodyti, kad su
visaisz = o(AY), Ly(z) — 0. PrisimingL (x) iSraiSka (5.9) ir pasinaudoje at.d,, kumulianty

I's(Z,) jverciais (5.18), gauname

1 +v)%67
—O0

3v
oA

1
Asz®| = 6(1+v)3|F3(Zu)933!§

_ (1 + v)2670(A3(1—max{1;y})/(1+2max{l,’y})) -0, (526)

nesl —max{1,v} <0.
|
12 teoremos jrodymas Pirmiausia pastéisime, kad's(Z,) = DZ, = (1+v)~! < H,, kur
H, = 2'*7(1 + v + v?)~!. Tada, remdamiesi at.&,, kurio vidurkisEZ, = 0, s — tosios eiles

kumuliantyl's(Z,), s > 3, jverciu (5.20) turime

N1+ H,
S) ! s=2,3,... . (5.27)

ruz) < (3) ae

Dabar, pritaike 2.4 lema [60, p.31], imdami &f.e- Z, ir gauname nelygybes (5.13), kdi= H,

ir A = A, kur A, apibeztas lygybe5.7).
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5.2 Atsitiktiniy dydziy sumavimas su svoriais

Tegul X1, Xo, ..., X, - nepriklausomi, nevienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai (at.d.) su
vidurkiu, kurj, nemazindami bendrumo, laikysime lygy nuliui, X ; = 0, teigiama dispersija

o7 = EX? > 0ir a,; - neneigiami pastov Us dydZiai.

Pazynesime:
e = an; X; i=1,2,....n, (5.28)
tada
S, = Z an; X, B2 = Zaijajz, T = =2, (5.29)
j=1 j=1 B
~ d
Fp@)=P(Zu<2), 1y, () = = Fp (2), (5.30)

TEIGINYS 5. Tegul nepriklausomi, nevienodai pasiskirste atd,, j = 1,2,..., su

EX; = 0ir o2 = EX? tenkina salygdB,): egzistuoja dydziai > 0ir K > 0 tokie, kad
[EX}| < (k)" K* 203 k=34,..., (B,)

J?

tuomet at.d Z,, k — tosios eiles kumuliantul',(Z,) galioja jvertis

- (kN)i+y .
Tx(Zn)| < AT k=3,4,..., (Sy)
kur
- B, .
A, = 7 K, = jpax. (2an;{K Vc}). (5.31)

n
IRODYMAS . Pastebsime, kadES,, = 0, EZ, = 0 ir DZ, = 1. Nagriresime sumosS,

charakteristing funkcijg (¢) ir, remdamiesi tuo, kad at.qj(.”),j =1,2,...yra nepriklausomi,
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gauname

fs. t) = EeitSn — Eez‘t(amg W4t E(e”"nlggm ‘o« eitann££”)>

= Eei(tanl )é‘gn)

Y Eez(ann

Imame charakteristis funkcijos logaritma

ir randamek — tosios eiles iSvesting

(mf o (@ )

lnfs

Hf(n) Qnj )

Z In f (n) anj

Jj=

1

n
<lnf<n) anj ) )

(k)

prisiminek — tosios eileés kumulianto apil&zima, turime

Fk(gn) =

Taigi gauname, kad

Tk (Sh)l

IN

n

<y

J=1

Z Tk (&

(15, 0)"

t=0

= Z aﬁjrk(fj(‘n))'
j=1

Dabar rasime at.dS,,, k — tosios eiles kumulianto jvertj

)| = Z a; | Tr(X;5)]

7=1

ak (K)' (2 max{K, 0;})* %02

nj~j

= ()Y Qan{E Vo 1) ad0? < ()T RE2BL.

Jj=1

Vadinasi, at.dZn, k — tosios eiles kumulianto jvertis

T (

Zy)|

Ce(Sw)l _ (R)™ KR53
Bk~ Bk

(kj!)l-i-’\/

W, k — 37 47 ey
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. S oNk-2 .
kur AF=2 .= (Lo , 0 B, ir K,, atitinkamai apibezti lygybemis (5.29) ir (5.31).
n K

n

TEIGINYS 6. Tegul at.d.X;, j = 1,n su vidurkiuEX; = 0 ir dispersijac; = EXJ? >0
egzistuoja skirstinio tankigx; (), ir sup, px,(z) < C, tuomet at.d. 5](.”) = an;X;, tankis
Pem) () tenkina nelygybe
J
C; ~

su n(r) < —. D
xpp£§>( ) an (D)

Tuomet, kai at.dgj(”) tankis neegzistuoja, tarsime, kal = oo.
2
l[rodymas. At.d. 5](.”) = an; X, vidurkis Efj(.") =0ir dispersijaD§§”) = a2, EX? =

a’;o%. Remdamiesi formule

1 o0 it
n —_ we n t dt
Py ) () 27r/ e fgj( ) (1)

—0o0

ir pasteteje, kadf . (t) = EeS” = BeitansXs — fx,(an;t) bei padarg pakeitima,;jt = v,
J

gauname
1 [ —ite dy 1 1 [ =
n R An g . _—= — — nj . d
p£§~ )(7) 21 J_o ¢ Ix; (v) (pj 2T ap; —ooe Ix (w)dy
1 1 R 1 T
= — — anj (t)dt = —px. | — |.
o ang )’ P (1) ang! (%’)

CiapXj <a”;]> ir yra at.d. X; skirstinio tankis tik ne taske, o tasker/a,,;. IS to seka, kad

IN

(2) 1 x o
su »(z) = —su = .
1P p(r) ~suppx; | .

nj nj J

]
Remdamiesi 2 tvirtinimu, kaZ,, = Z,, ir, pareikalave, kad b uty jvykdyta salyda, ), rasime

tikimybesP(Z, > z) =1 — F5 (x) asimptotinio skleidinio liekamojo nario

Tn dt
Roq= [ 1hus 1
Y

n
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jvergius, kaiy = 0 (Kramerio zonoje) ir, kaiy > 0 (laipsnirése Liniko zonose)Cia

Tnﬁ = (3/8)(1 - $/Anﬁ)Anm An,v =Qpy = C'yAi/(HM)v

ey = (1/6)(v2/6)/ 0T AL = A,
A,, apibeztas lygybe (5.32).

TEOREMA 13. Tegul nepriklausomi, nevienodai pasiskirste at¥;, su vidurkiuEX; =
0 ir dispersijac? = EX? > 0 tenkina salygagB,) ir (D), tuomet at.d.Z, = Z, galioja
asimptotiniai skleidiniai3.21) ir (4.11) su liekamojo nario jverCiai$3.27) ir (3.28) bei (4.17)

ir (4.18) su

o}

o ¢ -G A R, =D

J anj

=

78



Pagrindinial rezultatai ir iISvados

e Gautas nepriklausomuy, nevienodai pasiskirgiusiy atsitiktiniy dydziy normuotos sumos
serijy schemoje, skirstinio asimptotinis skleidinys su optimaliu liekamojo nario jve€iu didziy-
ju nuokrypiy Kramerio ir laipsnin ése Liniko zonose, kai atskiri &menys tenkina apibend-

rinta S.N. Bernsteino salyga

e Gautas nepriklausomy nevienodai pasiskir€iusiy atsitiktiniy dydzZiy normuotos sumos

serijy schemoje skirstinio tankio funkcijos asimptotinis skleidinys didZiyjy nuokrypiy zonose
¢ Rezultatai gauti panaudojus kumulianty ir charakteristiniy funkcijy metodus .

e [rodytos diskontavimo didZiyjy nuokrypiy teoremos (be asimptotinio skleidinio) ir ekspo-

nentines nelygytes. Sie rezultatai gauti kumulianty metodu
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