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1. Uzdavinio formulavimas

Matematires fizikos uzdavinius, apraSomus antrosiossediferencialiemis lygtimis da-
linemis iSvestiemis |lyginai skirstoma tris pagrindines klases: hiperbolinio, elipsinio
ir parabolinio tipo uzdavinius. Daugehatematiny modeliy galime istirti, iSskye vyrau-
jant, proces ir nustag jo tipa. Tai yp& svarbu sudarant efektyvius uzdavinio skaitinius
sprendimo metodus, kadangi kiekvieno pagrindinio tipo uzdavinio sprendimui yra su-
kurta daug labai efektyuispeciali metod;.

TaCiau daug taikomju matematini modeliy jau negali biti klasifikuojami naudo-
jant tik Sias tris klases. Atskirose uzdavinio agihimo srityse lygties tipas gali keistis.
Todél aktualiu skatiavimo matematikos uzdaviniu yra naugkaitiny algoritmy, skirty
netradiciny matematini modeliy sprendimui, krimas.

Sky<iy tekgjimo poringose temgse matematiniai modeliai daZznai apraSomi netiesi-
némis diferencialieimis lygtimis, kurios yra parabolinio tipo skgis dar neprisotintoje
terpéje, ir elipsinio tipo, kai terpyra pilnai uzpildyta sky@t. Vykstant Siam procesui
sritis ribojantis pavirsius irgi juda [3]. Naujas takuizdavinu skaitinio sprendimo algo-
ritmas yra pateiktas [2] darbe.

Musy tikslas yra istirti pasilytojo algoritmo konvergavimoasygas irivertinti itera-
cinio metodo konvergavimo gréikai sprendziamas tiesinis modelinis uzdavinys.

Srityje@ = Q x [0, T'] nagrirékime parabolinio-elipsinio tipo krastinzdaviri;
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Cia padageime prielaid, kad
Q:QparUQeMp; QeM,p: [a; b]gx [O,T], 0<a<b<l.

Koeficientaik; yra teigiamos konstantog(t) > 0
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2. NeiSreikstiné baigtiniy skirtum u schema

Srityje Q apibézkime tolygyji tinkla Q... Sio tinklo tadkuose yra apittos funkcijos
Ur = U(X;,t"). Pazynekime diskreiuosius operatorius:

K3

AU = (kUL = a0 + (X 17),

z

Cia panaudojome standartinius vienpusaigtiniy skirtumy operatorius.
Diferencialini, uzdavin, aproksimuojame tokia modifikuota neiSreikStine Eulerio
schema:

U”+1 _ Un 3 X
) L S e, @
Jj=1

Ciac(X) yra apibeztas taip:
1, jei X e
X) = ) par;
e(X) {o, jei X € Quip.

Kiekviename laiko sluosnyje sprendZiame tiegityig€iy sitena

3
c ~
iy - . n+l _ pn+l
(T Z AJ> U Pt
Jj=1
kuria kompaktikSkai galime uzraSyti taip:
A Un—i—l — Fn—i—l .
Matrica A yra simetrirg, nesunkiai gauname tokius jos spektrinugcius:

(meas |Qpar] (meas |Qpar]

+ )\A,min)I < A < + )\A,max)I .

-
Tokias sistemas galime sgstiivairiais iteraciniais metodais, pavyzdZiui jungtirgradi-
enty metodu [1]. Iteracij skatCius esminiai priklauso nuo parametrar paraboliSkumo
srities dydzio.

3. Stabilizuojancios pataisos schema

Gerai zinoma, kad daugiarias parabolinio tipo uzdavinius ypa&fektyviai spren-
dZiame naudodami iSskaidymo schemas [4].€ladiferencialin uzdavin, aproksimuo-
jame tokia modifikuotatabilizuojartios pataiso$sskaidymo schema [2]:

n+1/3 1
s Us :AlUgl—i_l/B—i—AgUf’—l—AgUg,

T
n+2/3 n+1/3
A

= AU _ AU, (2)
=

-1 n+2/3
vptt vt

T = AsUP™ = AsUY,
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Cia s yra iteracijos numeris, o pradérealyga taSke = t™ yra perskaciuojamapo kiek-
vienos iteracijos:

- U™, jei X € Qpar,
1 —

T r el X € Qi

U(? - Una (Xa tn) S Qhﬁ' .

Stabilumo analie’

Tegul A1, A2, A3 yra diskre&iyju operator A;, A,, A tikrines reikdnes:
A <0, j=1,2,3.

Pazynekime iteracinio artinio paklaal

Zﬂ—i—l Un—i—l Un—i—l, (3)
n O, Jel X e Qh,parr

Zs = n n+1 ini (4)
ur =u0m, jei X € Qpetip.

3.1 teorema. Stabilizuojarios pataisos baigtini skirtuny schema(2) yra stabili, kai
sprendziame trimaparabolini-elipsini, uZdavin ir teisingas toks iteracinio artinio pa-
klaidosivertis:

1z <allZi )l a<1,
Cia || - || yra diskregioji Ly norma

I[rodymas.Nagrirekime Furg skleidin:

n+1 n+1
Zs § 4;.5,m Ci,j,m ,Jm;

1,7,m

ciaW; ; », yramatricosA tikriniai vektoriai, g; ; ., yraaugimoarbastabilumadaugikliai

S 1+T2()\1)\2+)\1)\3+)\2)\3)—TB)\l)\Q)\g
G = T =) (= ) (1 — )

Kadangi); < 0, tai gauname, jog nelygys’

|Q1,Jm| <1

visada yra teisingos. 13 (4) nesunkigdome, kad norm§Z? || gali buti ivertinta tokiu
budu:

1Z2 < qell 2241l a2 < 1.

Tada, apjung abuivercius,irodome reikiam iteracinio metodo paklaidos nelyggb
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1ZP < @ 12211 < a2 12541, g = qge < 1,

kuri rodo, kad itearcia seka konverguoja tiesiniu geai:

4. SkaiCiavimo eksperimento rezultatai

Skakiavimo eksperimente naudojome distitesius operatorius
AU = (U)),, + F(X 7, §=1,2,3.

Elipsinis operatorius yra apibttas srityje:
Qenn =[0.4,0.7] x [0.4,0.7] x [0.4,0.7] x [0, T].

Funkcijaf (X, t) atitinka tiksly diferencialinio uzdavinio sprendin
u(X,t) = exp(t) sin(wxq) sin(mwzs) sin(rxs).

Iteracijy pabaigos poZymis buvo

N
)
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7+l
H ZAJ Us ‘
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Qnetip
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< EeT.
00,Qn,elip

oz - o)

Norédami pagreitinti itearaij konvergavim, elipsirgje uzdavinio apil®Zimo srityje
Q4 e1ip Naudojome paramettr, skirtinga nuo pagrindinio zingsnio.

1 lenteEje yra pateikti vidutiniai skaidi iteracij, kurias teko atlikti skaillojantsta-
bilizuojarcios pataisoschemos sprendjmiename laiko sluoksnyje. UZdavinys gstas
laiko intervale[0, 0.5], 0 N pazynejome tinklo taSly skatiy vienos koordinas atzvil-
giu.

1 lenteE. Vidutinis iteraciy skatcius

T N =20 ) N =40 )

0,1 15,8 0,005 26,2 0,002
0,05 14,35 0,006 26,5 0,002
0,025 12,85 0,007 24,3 0,0025
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5. ISvados

ISnagrirégjome du skaitinius algoritmus, skirtus parabolinio-elipsinio uzdavinio sprendi-
mui. Apibendrinsime kiekvieno i&yjprivalumus ir tukumus. Pirmasis algoritmas kiek-
viename laiko sluoksnyje aproksimuojaaiszdavimneisreikstine Eulerio schema, teld’
tenka spesti tiesini lygCiu sistemas, atitinkands elipsinio uzdavinio aproksimagiyi-

soje apibezimo srityje. Tokius skaiavimus atliekame net ir tada, kai uzdavinys visoje
srityje yra parabolinio tipo. Darb#&vertintas gautosios tiesinilygCiu sistemos spekt-
ras. Parodyta, kad mejant laiko Zingsniui-, matricos alygotumo skaiius irgi magja,
todeél atitinkamai maéja iteracijj skatius. Algoritmo privalumas yra tas, kad baigtini
skirtumy schema yra universali, jos sawgsuderintos su atitinkamomis diferenciali-
nio uzdavinio savybmis. Sa schera rekomenduotina naudoti tada, kai elipsinio uzda-
vinio apib®zimo sritis jau yra pakankamai digelTada pagrindia skatiavimo kast

dali, sudaro elipsinio uzdavinio sprendimo kastai. Realizuodami neiSregk&irlerio
schena galime naudoti efektyvius iteracinius algoritmus ir parinkti specialius matricos
salygotumo skaiiy mazinaeius modifikatorius.

Antrasis algoritmas sudarytas panaudojant skaidymo sgherivalumus. Tokios
schemos yra efektyviausios sprendziant daugaumsaparabolinio tipo uzdavinius. Pa-
teikta stabilizuojanios pataisos metodo modifikacija, pritaikyta parabaHalipsiniy uz-
daviniy sprendimuilvertintas naujo iteracinio algoritmo konvergavimo greitis. Teorinius
konvergavimo rezultatus iliustruoja sk&Vvimo eksperimento rezultatai.
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Numerical algorithms for one parabolic-elliptic problem
Raim.Ciegis, RemCiegis

In this paper we solve numerically a parabolic-elliptic problem. Two finite difference schemes
are proposed. The first scheme is a modification of the backward Euler algorithm and it requires
to solve an elliptic problem atach time step. The spectral estimates of the obtained matrix are
presented. The second scheme is a modification of the stability-correction scheme. This scheme
used as a classical splitting scheme in the parabolic region of the problem definition and as a ne\

iterative algorithm in the elliptic part of the problem. We prove the convergence of tpoged
scheme.



