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Tiesinio optimizavimo modelis bimatricinio loSimo
pusiausvyros situacijoms rasti

Sigu# VAKRINIENE (VGTU), Daina SUDZUTE (VU)

el. pastas: sigute@micro. It

Reziume. Straipsnyje aptariami metodai pusiausvenms strategijoms bimatriciniame loSime rasti.
Siulomas tiesinio optimizavimo modelis su papildomaisdsiniais kintamaisiais, leidZiantis surasti visas
neissigimusio bimatricinio loSimo pusiausvyros situacijas.

Raktiniai zodziaibimatricinis loSimas, pusiausvyes strategijos, dalinai sveikaskaitis tiesinis programa-
vimas.

Lvadas

Paprasiausias nekooperatiniloSimy teorijos modelis yra bimatricinis loSimas. Tai
dvieju asmen loSimas, kuriame kiekvienas kg&s turi baigtines gryuju strategijl
aibes, o dvi matricos apibZia abiej l0%ju iSloSius kiekvienai galimai pasirinkt
strategijy porai. NeSo pusiausvyra yra pagringlibbimatricinio loSimo sprendinio
savoka. NeSo pusiausvyra visada egzistuoja, bendru atveju — kaipjmiStiategijl
pora.

Pusiausvyros situacijsuradimas yra satingas uzdavinys, ypadideliu matria)
loSimams. Standartinis, daugiausiai Zinomas metodas yra Lemke ir Howson [1] sukur-
tas algoritmas (LH) vienai pusiausvyrinei porai surasti.

Rahul Savani ir Bernard von Stengel [2] pristato kvadratipimatricinu loSimy
klase, kuriai Sis metodas reikalauja eksponentinio matricasseditzvilgiu Zzingsni
skatiaus

Audet “Enumeration of All Extreme Edjibria of Bimatrix Games” (EEE) algorit-
mas [3] naudoja Nash pusiausvyros geriausio atsakma ieSkojimo medZiui, kuria-
me grynos strategijos yra arba geriausias atsakas arba nenaudojamos, sudaryti.

Igal Milchtaich ir Tadeusz Ostrowski [4] pateikiautinas ir pakankamasakygas
vienintelei pilnai miSriai pusiausvyrai egzistuoti ir paprastas formules jai rasti. Vorob-
jov [5], Bernard von Stengel [6], [7] modeliavo bei tobulino pusiaugvgkatiavimo
metodus, suradoutinas ir pakankamasabygas tam, kad strategijpora litu pusiau-
svyrine.

Siame darbe nagrisjamos dar vienosutinos ir pakankamosaygos pusiausvyrinei
porai bei galimyles panaudoti jas pusiauswskatiavimui (suradimui).

Stengel [6] lutinas ir pakankamasab/gas pakeitus ekvivaleiomis tiesiremis
salygomis gaunamas dalinai sveikaskaitis tiesinio programavimo uZzdavinys, lei-
dZiantis surasti visas pusiausvyros situacijas neiSsigimusiam loSimui. Tai atliekama
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keiCiant tikslo funkcijos gradiemt arba (ir)ivedant tiesinius apribojimus pusiausvy-
riniams iSloSiams. leja pusiausvyr skatiavimui panaudoti optimizavimo model
néra nauja, dar 1964m O.L. Mangasarian [8] plsshetiesinio optimizavimo uzdanin
vienai pusiausvyrai surasti.

Butinosir pakankamos salygos
Turime bimatricin loSima

as1 dz? ... a bo1 by ... b
A= 21 d22 2n , B—= 21 022 2n ,
aml Am2 ... Qmn b1 b2 ... byn

kuriame miSrios logjy strategijos apil@ziamos sekarnit budu:

X1 m
X=["2], Yx=1 520 i=12...m
Xm i=1
V1 .
2 .
Y = y , Zyjz:l., yj =0, j=12,...,n
j=1
Yn

APIBREZIMAS. Midriy strategij pora(X, Y) vadinama pusiausvyros situacija, kai
visiemsX ir Y teisingos nelygyes:

X AY > XTAY ir X BY>X BY.

Grynuju strategijl (eiluciu) aibés poaibis/ yra miSrios strategijoX spektras, jei
x; >0, kaii el,irx; =0, kaii ¢ I. AnalogiSkai apibeZiamas strategijo¥ spek-
trasJ.

A(l,J) ir B(I,J) pazynekime matricas, kurios gaunamosASir B, iSbraukus
eilutes nepriklausands ir stulpelius nepriklausanitis J .

TEOREMA. Strategijl pora (X, Y) yra neiSsigimusio bimatricinio loSimo pusiau-
svyra su iSloSiaid/ ir V tada ir tik tada, kai

> jes Bij -
X, xl':l, xl-}O, i=1,2,...,m,
Zie] Zje] Bij ;
Zie] Aij

n
yj:—7 y]:]" y]>0’ j:1’2""’n’
ZieIZjeJAij ;

> aijyj <U visiemsi ¢ I ir Y bjjx; <V visiems j ¢ J.
jed iel
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~. d . d . . .
CiaU = % ir v= % 0 A;; ir B;; yra matriay A(I,J) ir

B(1, J) adjunktai.

Pusiausvyros situacijbuty galima ieSkoti iSbandant visus galimus spekpory
(1, J) atvejus. NeiSsigimusio loSimo atveju, kai spektrai vienodo dydZiglygese
esarios nelygyles yra grieztos, norint surasti visas ma&ias pusiausvyras, Sias
salygas teky tikrinti (C* + C"—tcm=1 4 Ccm=2Cm=2 4 ... 4+ C2C2) karty.

BERNARDO VONSTENGELIO TEOREMA(2002M.) X ir Y yra bimatricinio loSimo
(A, B) pusiausvyrie pora tada ir tik tada, kaiX, Y kartu su kokiais nor#/ ir V yra
sprendiniai netiesies sistemas

U—AY >0, V—-BTXx>0,
xTw-Av)=0, YI(«v-BTX)=0,

m
le-:l, Xi>0, i=1,2,...,m,
i=1

n
Zyjzl, y;i =20, j=12,...,n
j=1

U Vv
~. U . - \% .
CiaU= turi m komponeniy, oV = —n komponenil.
U Vv

LEMA. Netiesires salygos

n

(Zaij)’j —U)xl-zo, i=12,....m,

j=1

m

(Sbusi—v)y=0. j=12..n
i=1

kartu su tiesiniais apribojimais
x=20, i=12...,m, y;2>20, j=12,...,n,

yra ekvivalewios tiesiniams apribojimams su binariniais kintamaisigis {0, 1} ir
tj {0, 1}:

n

Zaijyj_UZZi, i=12....m,
j=1

m
Zbuxl—V:w}, j=1,2,...,l’l,
i=1
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i <usi, zizesi, si+x <1l x;20, i=12,...,m,
wjgutj, wj>stj, tj+yj<1, ijO, j=12,...,n.

Cia ¢ yra labai mazas teigiamas skiiis, o — labai didelis teigiamas skeilis.

TEOREMA. Visas neiSsigimusio bimatricinio loSimo pusiausvyros situacijas galima
surasti ke€iant tikslo funkcijos gradiemt(a, b) taip pativedant papildomus tiesinius
apribojimus isloSiamgJ ir V dalinai sveikaskaiame tiesinio programavimo uz-
davinyje:

maxiaU +bV),

n n

> aijy—U<0, Y aijyj—U=z,
=1 j=1

zi S usi, zizes, si+x <1l x>0 i=12...,m,

m

m
Zbijxi—vgo, Zbl-jxi—V=wj,
i=1 i=1

wj < Utj, wj = Etj, tj+yj<1, ijO, j=12,...,n,
m n

Y oxi=1 Y yi=1 s€{01, 1;€{01)

i=1 j=1

Papildomi apribojimai gali bfi tokie:

C1<U+V < Crarbady < U < doir hy <V < hy (arba kitokie). Jei pasirinktoje
juostoje arba staakampyje pusiausvyrigiiSloSu poros ®ra, uzdavinio sprendimo
procedira (pavyzdziui, SAS/OR procada LP) praneSa — “problem infeasible”. Tada
reikia tikrinti sekaria suplanuoto ,tinklo ak@t'. Jei ,aku€s" réra pakankamai mazos,
gali likti nesurastos pusiausvyros situacijos, kurios iglggasme labia nedaug skiriasi
nuo surastijuy. Praktiniuose pritaikymuose tokios situacijega svarbios.

PavyzDys. Surastos penkios miSrios pusiausvyros situacijog 110 bimatrici-
niam loSimui(A, B), kuris grynjju pusiausvyu neturi.

(2 2 1. 2 1 3 5 2 7 1 (6 5 4 3 2 1 5 4 3 12

3 4 3 4 2 5 1 4 2 4 2 1 4 8 7 6 1 4 5 1

1 3 4 3 4 6 4 1 5 3 1 5 2 3 4 1 3 2 4 1

2 1 2 1 5 4 3 6 4 3 6 7 8 9 2 3 8 7 8 9

A 2 5 5 1 6 2 6 7 1 5’ B 2 4 7 9 8 1 7 6 1 3.
4 4 5 5 3 1 8 2 3 § 3 4 8 6 7 4 5 3 3 2

1 3 6 4 5 1 2 3 4 9 4 5 1 2 7 8 9 4 3 6

3 2 1 4 6 7 4 3 6 1 6 7 8 9 6 1 4 5 3 7

4 1 2 2 7 1 9 8 7 6 4 6 5 2 7 3 4 6 5 4

L2 1 1 7 8 4 6 2 5 3 L8 9 7 6 5 6 7 8 9 1
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U Vv U \Y U \Y
5,9143 6,5714 3,902 6,8462 3,8176 6,6566
X Y X Y X Y
0 0 0 0 0 0

0 0,2 0,0769 0,1569 0,1369 0,2013
0 0 0 0,098 0 0,0692
0 0 0 0,4314 0 0,3836
0,1429 0,6857 0,2308 0 0,1462 0
0 0 0,0769 0 0,0951 0
0 0 0 0 0 0
0 0,1143 0 0,3137 0 0,2893
0,5714 0 0 0 0,0139 0,0566
0,2857 0 0,6154 0 0,6079 0
U Vv U \Y
4,8098 6,7059 4,3678 6,6122
X Y X Y
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0,3926 0 0,2871
0 0,1595 0 0,3079
0,3529 0,3067 0,4082 0,1364
0,2354 0 0,0408 0
0,0882 0,1411 0,0306 0,0744
0 0 0 0,1942
0 0 0,1224 0
0,3235 0 0,398 0
6,9
6,85 &
6,8
6,75
v
6,7 .
6,65 .
6,6 *
L
6,55
3 3,5 4 4.5 5 55 6 6,5
u

1 pav. PusiausvyrigiiSloSi poros bimatriciniame loSimel, B).

393
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SUMMARY

S. Vakrinieng, D. Sudaite. Linear model for coputation of equilibrium point in bimatrix game

The methods for finding Nash equilibriumin bimatrix game are introduced in this paper. Linear optimiza-
tion model with binary variables for coputation of abjuilibrium points in nongenerate bimatrix game is
proposed.

Keywords:bimatrix game, equilibria, mixed-integer linear programming.



