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1. Integralu tema tarpukario Lietuvos mokykloje

Nesileisdami i mokymo programu analize, pasklaidykime tuometinius matemati-
kos vadovelius ir isitikinsime, kad jaunimo matematinis ugdymas buvo modernus ir
gana auksto lygio. Lietuvos mokyklose su sustiprintu matematikos ir gamtos moksly
déstymu buvo mokoma analizinés geometrijos bei matematinés analizes pagrindy. Uz-
davinynuose galima rasti daug taikomojo pobtidZio probleminiy uZdaviniu.

Apsistokime prie triju matematikos vadovéeliu: 1) J. Stoukaus vadovélio ,,Bega-
liniy mazybiy analizio pagrindai“ (Kaunas; 1 leidimas 1925 m., 2 leidimas 1929 m.);
2) dr. A. Juskos vadovelio ,,Matematinés analizés pagrindai* (Kaunas; 1 leidimas
1934 m., 2 leidimas 1941 m.) ir 3) B. Ketarausko vadovélio ,,Diferencialinio ir in-
tegralinio skai¢iavimo pagrindai* (Kaunas, 1934 m.).

J. Stoukaus vadovélyje integralinis skaiCiavimas yra vadinamas integraline skai-
Ciuote. Si tema yra suskaidyta taip (kalba netaisyta — aut.): neapibréZtinio integ-
ralo savoka, pagrindinés integralo ypatybés, pagrindiniuy integralinés skaiCiuotés
formuliy lentelé, funkciju integravimo badai, integravimas skaidymu, integravi-
mas naujo kintamojo ivedimu, integravimas dalimis, geometriné integralo reikSme,
apibréZtinio integralo savoka, apibréZtinis integralas kaip sumos riba, plotu skaiciavi-
mo pavyzdZiai (elipsio plotas, hiperbolinés nuopjovos plotas, parabolinés nuopjovos
plotas). Dr. A. Juskos vadovélyje integralinio skaiiavimo tema pradedama api-
bréztiniu integralu. Toliau déstoma taip: pagrindinés apibréZtinio integralo savybés,
neapibréztinis integralas ir jo iSvestiné, pirmyksté funkcija ir jos sarysis su apibréztiniu
integralu, elementarinés integravimo formulés, trupmeniniy funkciju integravimas,
integravimas pakeiCiant argumenta, daliné integracija, paprastesniu irracionaliniy
(dabar raSoma ,,iracionaliuju* — aut.) funkciju integravimas.

B. Ketarausko vadovélyje integralinis skaiCiavimas déstomas placiau. IS pradziy
formuluojama neapibréZtinio integralo savoka, aiSkinamos Sio integralo savybés ir pa-
grindinés formulés. Visos integravimo taisyklés ir formulés yra tiesiogiai grindzia-
mos funkcijos diferencialo savybémis. Kaip ir kituose vadoveliuose Cia aiSkinami trys
integravimo biuidai, kurie yra vadinami taip: integravimo skaidymo baidas, kintamuju
pakeitimo badas, integravimo dalimis, arba dalinio integravimo, btidas. Integravimo
tema Siame vadovélyje yra papildyta kvadratiniy iracionalybiu (raSoma ,,irracijonaly-
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biu*) integravimu. Aiskinami tokie integralai:

d d
1)/—x , ¢>0, 2)/—x , ¢>0, 3)/\/a2+x2dx.
Ja+2bx + cx? Va+2bx — cx?

Toliau pereinama prie apibréztinio integralo ir jo taikymo temos, kuri déstoma
taip (kalba netaisyta — aut.): apibréztinis integralas ir geometriskas jo interpretavi-
mas; teigiamas ir neigiamas plotas, integravimo srities skaidymas; plotuy skaiciavi-
mo pavyzdziai; sukimosi kiino tiiris, kai sukimosi asis sutampa su viena i§ koordi-
naty asiu; kreiviy lanky skaiciavimas; sukimosi kiino (sukinio) pavirSius, kai sukimo
asis sutampa su viena i§ koordinaty asiu; apibréztinis integralas yra begaliniu mazybiy
sumos riba.

B. Ketarausko vadovélio pratarméje pabréZiama, kad jis parasytas pagal Svietimo
Ministerijos matematikos programa aukstesniajai mokyklai su sustiprintu matematikos
ir gamtos déstymu. Sklaidant tarpukario Lietuvos matematikos vadovélius galima
padaryti iSvada, kad diferencialinio ir integralinio skaiCiavimo temos turinys per abu
desimtmetius kito neZymiai. J. Stoukaus vadoveli Svietimo Ministerija patvirtino 1925
metais, o antras jo leidimas 1929 metais buvo iSspausdintas be pakeitimu i§ pirmojo
leidimo. Dr. A. Juskos vadovélis buvo leidZziamas taip pat du kartus (1934 m. ir
1941 m.). Antrojo leidimo pratarméje raSoma, kad jis maZai tesiskiria nuo pirmojo
leidimo (,,Siek tiek pataisytas ir priderintas naujausiai programai‘).

Tarpukario Lietuvos mokyklose placiai buvo naudojamas J. Gailevi¢iaus matema-
tikos uzdavinynas (Matematikos uzdavinynas VI-VIIItos klasiy kursui atkartoti su
ifleidziamuju egzaminy temomis; Kaunas, 1931 m.). Siame uZdavinyne yra aiski-
nami analizinés geometrijos bei diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo uzdaviniai.
Ypac¢ daug démesio skiriama taikomojo pobiidZio uzdaviniams. Yra daug uzdaviniy
savarankiskam darbui. Sis J. Gailevi¢iaus uZdavinynas jdomus dar ir tuo, kad jo tre-
Ciajame skyriuje yra pateikiamos Lietuvos gimnaziju 1929 ir 1930 mokslo mety iSlei-
dZiamyju egzaminy matematikos temos: algebra (119 uzd.), trigonometrija (103 uzd.),
diferenciné skaiCiuoté (128 uzd.) ir integraliné skaicCiuoté (64 uzd.). Pateiksime kelis
integraly temos uzdavinius (kalba netaisyta — aut.):

i3 z 2
.- sin® x 6x+5 7 3 3 5x243x=2 1q,..
« Rasti integralas -[0055x dx, [ e dx, [,! cos’ xsinxdx, [ A== dx;

« Rasti plotas, apribotas kreivosios xy = 4, abscisy asies ir ordinaty x =2, x = 3;

« Rasti sukimo pavirsius, jeigu y =1 —x2, x1 =—1, xp = 1;

o Kreivoji y = +/x2 — 1 sukasi aplink x a$j. Rasti tiris intervale x; =2, xp = 1.

Aisku, kad Cia pateikta integraly temos apZvalga yra labai pavirSutiniska. Vis délto
ir ji leidZia daryti iSvada, kad tarpukario Lietuvoje jaunimo matematiniu ugdymu buvo
riipinamasi labai rimtai.

2. Siuolaikinis poziuris i integralini skaic¢iavima Lietuvoje ir kituose Europos
kraStuose

Lietuvos vidurinése mokyklose ir gimnazijose matematikos dabar yra mokoma pa-
gal bendrojo ir iSpléstinio kurso programas. Jos skiriasi tiek turinio apimtimi, tiek
déstymo iSsamumu. Bendrojo kurso matematikos programoje integralinio skaicia-
vimo temos néra. Integralai déstomi tik iSpléstinio kurso programoje. Sios temos
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turinys toks: ,,Funkciju pirmyksciu funkcijuy radimo taisyklés. Funkciju neapibréztinio
ir apibréZtinio integralo samprata ir savoka. ApibréZtinio integralo radimas. Niutono—
Leibnico formulé. Apibréztinio integralo taikymai: kreivinés trapecijos ploto radi-
mas; ritinio, kiigio ir rutulio tiriy formuliy iSvedimas, remiantis sukinio tdrio iSraiSka
apibréZtiniu integralu®. IS pirmo zvilgsnio §i programa maZzai kuo skiriasi nuo
tarpukario Lietuvoje déstyto integralinio skai¢iavimo programos. TaCiau Siuolaikinéje
mokyklinés matematikos programoje neatsirado vietos funkcijos diferencialo savokai.
Todél mokant integruoti i§ esmés apsiribojama pointegralinés funkcijos skaidymu ir
pagrindiniy integraly formuliy taikymu. Visai neaiSkinamas kintamojo keitimo meto-
das ir dalinio integravimo (integravimo dalimis) metodas.

Dar kuklesni ir miglotesni geb¢jimuy standartai, iSdéstyti 2006 mety ,,Matematikos
brandos egzaminy programoje“. Dalykiniai valstybinio egzamino turinio reikalavimai
integralams Cia formuluojami taip: ,,Gebéti rasti paprasCiausiy funkciju pirmykstes
funkcijas, moketi apskaiCiuoti paprastus apibréztinius integralus ir juos taikyti pa-
prasciausiu kreiviniy trapeciju plotams apskaiciuoti paprasciausiose situacijose‘.

Danijos gimnazijose matematikos mokoma pagal triju lygiu (A, B ir C) programas.
Bazinio lygio, t.y. C lygio programoje néra nei diferencialinio (taigi ir integralinio)
skai¢iavimo, nei tikimybiy teorijos temy. Siomis dviem temomis papildyta C pro-
grama sudaro B lygio programos turini. Integralinio skai¢iavimo tema yra tik A ly-
gio programoje. Mokoma integralus skaiciuoti ne tik pagal pagrindines formules, bet
ir taikant kintamojo keitimo bei dalinio integravimo metodus. Sio lygio matemati-
kos programoje taip pat yra diferencialiniuy lyg€iu tema. Vadinasi, integraly taikymo
sritis Danijos A lygio programoje gerokai platesné negu Lietuvos iSpléstinio kurso
programoje.

Pranciizijos licéjuose matematika déstoma pagal triju pagrindiniy profiliy pro-
gramas. Humanitarinio profilio licéjuose integralas nedéstomas. Ekonominio pro-
filio licéjuose integralai déstomi pagal tokia programa: Kreivinés trapecijos plotas.
Pirmyksté funkcija ir integralas. Funkcijos viduriné reikSmé intervale. Integralo
savybeés: tiesiSkumas, teigiamumas, Salio sarySis. Programos komentaruose reko-
menduojama integralus taikyti sprendziant ekonominius uzdavinius. Pateikiame reko-
menduojamu uzdaviniy i$ integralinio skai¢iavimo per valstybini matematikos egza-
mina pavyzdi.

Nagringjama funkcija f(x) = 1002x — 5)e™, x € [0; +00).

A. Funkcijos f tyrimas

1) Raskite funkcijos f riba, kai x — +o00. Gautaji rezultata iliustruokite grafiskai.
Priminsime, kad lim,_, ;o ex_‘ = +400.

2) Raskite f'(x); Cia f’ reiSkia funkcijos f iSvestine. IStirkite f’(x) Zenkla ir
sudarykite funkcijos f kitimo lentele.

3) Intervale [2; 8] nubraiZykite funkcijos f grafika Cy (pasirinkite staCiakampe
koordinaciu sistema, kurios O, aSyje ilgio vienetas 2 cm, o Oy, aSyje ilgio vienetas —
1 cm).

B. Integralo skaiciavimas

1. Patikrinkite, ar funkcija F(x) = 100(—2x 4+ 3)e™*, x € [0; +00), yra funkcijos
f pirmyksté funkcija.

2. Apskaitiuokite 7 = [; f (x)dx.
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C. Taikymas

SkaiCius f(x) reiskia pelna (tikstanciais eury), kuri gamykla gauna pagaminusi x
Simty detaliu (x € [2; 8]). Pavyzdziui, gamykla uz 300 detaliu gauna 100 f(3) eury
pelna.

1. Naudodamiesi kreive Cy arba A dalies skaiCiavimu rezultatais, nustatykite (ir
pagriskite):

a) produkecijos kieki, kad gamykla nedirbty nuostolingai;

b) detaliy skaiCiu, kad gamykla gauty didZiausia pelna. Apskaiciuokite ir pelna
1 euro tikslumu; c) detaliy skai¢iu, kad gamyklos pelnas biity ne mazesnis uz 5000
eury.

2. Kai produkcijos kiekis kinta nuo 300 iki 600 detaliuy, vidutinis pelnas (tuks-
tanCiais eury) yra nusakomas funkcijos f vidutine reikSme intervale [3; 6]. Raskite
$i vidutini pelna 1 euro tikslumu.

Tiksliuju moksly profilio licéju matematikos programa iS esmés skiriasi nuo miisy
Salies gimnaziju matematikos programos. Pranciizijos tiksliuju mokslu licéjuose
déstoma ir kompleksiniai skaicCiai, ir rekurenciosios sekos, ir tiesinés diferencialinés
lygtys su pastoviais koeficientais. Ypa¢ daug démesio skiriama erdvés geometrijai.
Daug platesné ir integralinio skaiiavimo programa. Ko iSmokoma matematinio pro-
filio licéjuose i$ integralinio skaiiavimo galima spresti i§ pateikiamo 2006 mety
baigiamojo egzamino uzduoties fragmento.

A. Nagrinésime funkcija f(x) = (20x + 10)67%, x €10; +00).

1. Raskite funkcijos f riba, kai x — +o0.

2. Istirkite funkcijos kitima ir sudarykite funkcijos kitimo lentelg.

3. Irodykite, kad lygtis f(x) = 10 intervale [0; 4-00) turi vieninteli sprendini. Ras-
kite i sprendini 10~ tikslumu.

4. NubraiZykite funkcijos grafika C (koordinaciy sistema orientuota, ilgio vienetas
lcm).

5. Apskaiciuokite integrala I = f(; f(x)dx.

B. Sakykime, y(¢#) yra cheminés reakcijos temperatiira laiko momentu ¢ (¢ ma-
tuojama valandomis, y — Celsijaus laipsniais) ir y(0) = 10.

Laikysime, kad y(¢) yra apibréZta intervale [0; +o00) ir yra diferencialinés lygties
v+ %y =20e~7 (E) sprendinys.

1. Patikrinkite, kad A dalies funkcija f yra (E) lygties sprendinys.

2. Reikia jrodyti, kad funkcija f yra vienintelis (E) lygties sprendinys, igyjantis
reikSme 10 pradiniu momentu 0.

a) Sakykime, funkcija g yra kuris nors (E) lygties sprendinys, tenkinantis salyga
£(0) = 10. Irodykite, kad g— f yra diferencialinés lygties y’ + %y =0 (E’) sprendinys.

b) I8spreskite (E’) lygti.

¢) ISvada.

3. Per kiek laiko Sios cheminés reakcijos temperatiira bus lygi pradinei temperatiirai
(rezultata apvalinkite minutés tikslumu).

4. Sios cheminés reakcijos vidutiné temperatiira @ per 3 pirmasias valandas yra
lygi funkcijos f vidutinei reikSmei intervale [0; 3]. ApskaiCiuokite 8 reikSme vieno
laipsnio tikslumu.
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3. Ar isliks integralas Lietuvos gimnazijoje?

Patirtis rodo, kad alternatyvos valstybiniam egzaminui Lietuvoje néra. Nagringjant
rezultatus vis aiSkiau matosi tiek mokymo programuy, tiek mokymo standarty, tiek
paties egzaminavimo spragos ir trikumai. Zinome, kad Pranciizijoje baigiamasis ma-
tematikos darbas teigiamai ivertinamas tik tada, kai laikantysis egzamina surenka ne
maZziau kaip puse visu galimy tasky. Lietuvoje iki tokio reiklumo laipsnio dar labai
toli. PaCios baigiamojo egzamino uzduotys Lietuvoje tik i$ dalies atitinka baigiamuju
vidurinés mokyklos klasiu programa. Daliai uzdaviniy spresti (ir gauti teigiama bendra
ivertinima) pakanka pagrindinés mokyklos Ziniy. Integralinio skaiiavimo Zinioms
patikrinti yra pateikiami labai paprasti uzdaviniai. Nezidrint to Nacionaliniam egza-
miny centrui nuolat priekaiStaujama, esa tie uzdaviniai neprograminiai (suprask, per
sunkis). Déstymo aukstosiose mokyklose patirtis rodo, kad daugelio studenty mokyk-
linés Zinios ir igiidZiai iS integralinio ir net diferencialinio skai¢iavimo yra gana menki.
Todél nenuostabu, kodél vis garsiau reiSkiama mintis atsisakyti integraly vidurinés
mokyklos matematikos programoje. Kita vertus geriausiose gimnazijose matemati-
kos (taigi ir integraly) mokoma ir placiau, ir giliau negu iSdéstyta vadovéliuose.
Taciau laikydami valstybinius egzaminus Sie mokiniai neturi galimybés parodyti savo
geb¢jimus (jie turi spresti gana elementarius uzdavinius). Stebimas ir dar paradok-
salesnis dalykas — mokinys, kuris mokosi pagal bendraja matematikos programa turi
teise (o kartais ja ir pasinaudoja) laikyti matematikos valstybini egzamina, kuris vyksta
pagal iSplésting matematikos programa. Tai nuvertina valstybini matematikos egza-
mina. Manytume, kad vidurinégje mokykloje matematikos turéty biiti mokoma pagal
triju lygiu programas. Tada labai svarbiis moderniosios matematikos diferencialinio ir
integralinio skaiCiavimo skyriai daliai mokiniy galéty bati déstomi ne Zemesniu lygiu
kaip toliau pazengusiose Europos Salyse arba bent neprasCiau kaip tarpukario Lietu-
voje. Visi baigiamieji matematikos egzaminai (triju lygiu) turéty bati valstybiniai ir
vykti tik Nacionaliniame egzaminy centre.
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