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Reziumé. Siame darbe nagrinéjamas diskretaus laiko obligacijy rinkos Ho-Lee modelio apibendrini-
mas. Pateikiamos butinos ir pakankamos salygos tam, kad obligacijy rinkos modelis bity nearbitraZinis
ir nepriklausantis nuo kelio.
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1. Ivadas

Ho ir Lee (1986) metais pasialé obligacijy rinkos modeli, kuris remiasi binominiu
medZiu. Sio modelio konstrukcija yra analogiska gerai Zinomam akcijy rinkos Cox,
Ross ir Rubinstein (1979) binominiam modeliui, kuriame laikoma, kad akcijos kaina
1§ esamos busenos sekanliu laiko momentu gali patekti tik i dvi bisenas, t.y., pakilti
arba nukristi. Ho ir Lee (1986), remdamiesi arbitraZo metodologija, pasiiilé obligacijy
kainas apraSyti pradinés busimosios normos (angl. forward rate) kreivés, veikiamos
tam tikros perturbaciju funkcijos, pagalba.

Tam, kad tiksliau apraSyti Ho—Lee modeli, tarkime, kad kiekvienam iSpirkimo mo-
mentui N =0, ..., N* (N* < 00) egzistuoja nulinio kupono obligacija, kurios kaina
momentu n yra P(n,N) >0 (n =0,...,N). Tarkime, kad iSpirkimo momentu N
iSmokamas 1 litas, t.y., su kiekvienu N < N* teisinga lygybé P(N,N) = 1.

Obligaciju kainy dinamika Ho—Lee modelyje apraSoma lygtimis
P, (n—1,N)

R T |
h(eq;n,N), P(O,N)>0;
P81,...,6‘,,_1 (n—_lv n)

Psl,...,s,, (n,N) =

Cian=1,...,N, N < N* g, yra atsitiktiniai dydZiai igyjantys reikSmes —1 ir
+1, 0 h(:;n,N) : {—1; 1} — (0,00) yra tokios teigiamos ,,perturbaciju“ funkcijos,
kad h(.; N,N)=1,YN =1,...,N*ir h(—1;n,N) < h(l; n, N). Taikydami nearbi-
traZinés rinkos prielaida ir laikydami, kad binominis medis yra susiriSantis, Ho ir Lee
parodé kad homogeniniu atveju, t.y., kuomet h(-; n, N) = h(-; N—n), egzistuoja toks
skaiCius o € (0, 1) kuriam

AN-n 1

h(—=1; N—n) = , h(l; N—n)= ,
( ") a+(1—a)AN-n ( ") a+4(1—a)AN-n

*Remia Lietuvos VMSF programa ,,Lietuvos ekonomikos matematiniai modeliai makroekonominiams
procesams prognozuoti‘ (registracijos Nr. C-03004).
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A_h(——l;l) . ah(—1;1)
Rz D) 1=(l—a)h(—1; 1)

Ivairds Ho-Lee binominio modelio apibendrinimai buvo nagrinéjami Jensen,
Nielsen (1992), Sommer (1996), Leipaus (1999) ir kituose darbuose. Siz.ne darbe
pateikiamas Ho-Lee modelio apibendrinimas, kuomet perturbacijy funkcija priklauso
nuo trijy ,.Soku, kurie gali biti tiek priklausomi tiek ir nepriklausomi vienas nuo kito.
Bearbitrazés obligacijy rinkos apibréZimas, bei atitinkamo trinominio med%io savoka
tvedami 2 skyrelyje. Trinominés bearbitrazés obligacijy rinkos kriterijai pateikiami
3 skyrelyje.

2. Apibreézimai ir savokos

Tegul §2 yra rinkos biseny aibé, F Zymi 2 poaibiy o algebra; F yra o algebry Seima
Fo={2,Q} cFrcF,--- C Fyx=F, o P yra duotas tikimybinis matas erdvéje
(2, F).

Laikysime, rinkoje yra nerizikingas vertybinis popierius, kurio kaina momentu
n yra Ap, ¢ia {A,,n =0,...,N*} yra F-numatoma teigiamy atsitiktiniy dydziy
seka, t.y., Ag yra Fo-matus, o A, yra F,_j-matus atsitiktinis dydis kiekvienam
n 2 1. Sakykime, kad nuliniu momentu galime isigyti N* + 1 nulinio kupono obli-
gaciju, kuriy kainos yra P(0,0),..., P(0, N*). Siomis obligacijomis, kuriy kainos
yra P(n,N),n=1,...,N, N < N*, prekiaujama momentais n = 1, ..., N*. Laikoma,
kad kainy procesas {P(n,N), n=1,..., N}ngn+ yra suderintas su filtracija [F ir
P(N,N) =1 visiems N < N*.

2.1 APIBREZIMAS. Aibe
(Q,F,F,P,{A,,n=0,..,N*},{P(n,N),n=0, ..., NIngn+)
vadinsime diskretaus laiko obligacijy rinka.

2.2 APIBREZIMAS. Diskretaus laiko obligaciju rinka yra nearbitrafine, jei egzis-
tuoja toks P-ekvivalentus matas P*, kad su kiekvienu N < N*

{P(n,N)/Ay,n=0,..,N}

yra martingalas P* atZvilgiu, t.y.,

P(n,N Pn—1,N .
E*(——(—g’—-—zlfn_1>= (’; ) visiems n=1,...,N, N N*,
n n—1

Toliau laikykime, kad rinkos biiseny aibé yra Q = {0, 1, 2}¥" ir matas P apibréZtas
taip:

P={1s+1s +15}N*-

Fn=0(e1,€2,...,8,) yra o algebra generuota pirmujy ¢ = (g1, &, .., En*) € 2 ko-
n 1, €2 y g gen ta p ]

ordinaciy; Cia ¢; (i =1,2,...,N*) igyja reikSmes 0,1,2; F = {F,,n =0, ..., N*}.

Ivesime trinominio ir susiriSancio medZio savokas.
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2.3 APIBREZIMAS. Aibé
{P(O9 N)’ Psl,...,s,,(n, N), 8[ - {O, 1,2},” —_ l, ceey N, N g N*}

vadinama trinominiu medZiu, startuojanciu i§ {P (0, N), N =0, ..., N*}.
Toliau trinomini medj, vadinsime tiesiog medZiu ir Zymésime trumpai

{P(O’ N)apé‘l ..... 8,,(’1’N)}'

2.4 APIBREZIMAS. Medis {P(0, N), P,... ¢, (n, N)} vadinamas susiriSanciu, jei
visiems n =0,...,N, N < N* ir & € {0,1,2}, tokiems, kad > 7 _,& =) ', &,
galioja lygybé

P 5,,...5, (0, N) = Pgy, s, (n, N) (2.1)

£9,.

Pastebésime, kad binominio medZio atveju susiri$an¢io medZiui apibréZti pakanka,
kad (2.1) salyga galioty visoms (¢, ..., &,) perstatoms (£, ..., &,).
Tarkime, kad nerizikingo vertybinio popieriaus kainos yra nusakytos lygybémis

Ay = An(er, €2, ..., 8n—1)
= X1X2(e1) - Xu(e1+---+€4-1), n2=1, Ap>0; (2.2)

¢ia X,:{0,1,...,2(n—1)} > Ry,n > 2, X; > 0. ApibréZkime obligaciju kainu medi,
rekurentiSkai:

Pel,...,s,, (n,N) = Ps;,...,sn_l (n—1,N)X,(e1+ - +e,-1)h(ey; n, N), (2.3)
n=1,2..N,N=1,...,N*;

Cia h(-;n, N): {0,1,2} — Ry yra atsitiktinés perturbacijy funkcijos, su visais N =
1,..., N* tenkinancios salyga h(-; N, N) = 1. Nesunku matyti, kad lyggiu sistemos
(2.3) sprendinys yra

Pey,..en @, N) = PO, N) [ [ XiCer+---+ei_1) [ [ e j, N)
i=1 j=1

= P(0, N)A, | | h(ej; . N.
j=1

Matematinés indukcijos metodu nesunku jrodyti patoguy kriteriju, skirta patikrinti ar
duotasis medis yra susiriSantis.

2.1 LEMMA. Medis {P(O,N), P, .. ¢ (n,N)}, kur kainos P(n,N) duotos (2.3)
lygybe, yra susiriSantis tada ir tik tada, kai visiems 2 <n < N, N < N* ir dydziams
£1,-.., En—2 € {0, 1,2} galioja lygybé

Pel,...,e,,_z,O,Z(n, N) = Psl,...,e,,._g,l,l(na N) = Psl,...,e,,_2,2,0(na N). (2.4)
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3. Bearbitrazes trinominés obligaciju rinkos kriterijus

Tarkime, kad {A,,n=0,..., N*}ir {P(n,N),n =0, ..., N}ygn* yranerizikingo ver-
tybinio popieriaus ir obligacijuy kainos, nusakytos (2.2) and (2.3), atitinkamai. Toliau
nagrinékime (kaip ir klasikinio Ho—Lee modelio atveju) homogenini, atveji. Tarkime,
kad funkcija h(-; n, N) priklauso tik nuo skirtumo N —n, t.y., h(-; n, N) = h(-; N —n)
irh0; 1) <h(1;1) < h(2;1).

Nusakysime dydZius X,,(-) ir A(- ; -), kuriems trinominis obligacijy rinkos modelis

(sz, F,F,P,{A,,n=0,..,N*},{P(n,N),n=0, ... N}NgN*)

ir nearbitrazinis ir nepriklausantis nuo kelio (angl. path-independent), t.y., seka
{P(n,N)/A,,n =0, ..., N} yra martingalas kaZzkurio P-ekvivalentaus mato atzvilgiu
ir medis {P (0, N), Pg, .. ¢, (n, N)} yrasusiriSantis visiems N < N*.

3.1 TEOREMA. Tegul nerizikingo vertybinio popieriaus kainos A, ir obligacijy
kainos P(n, N) nusakytos lygybémis (2.2) and (2.3), atitinkamai. Tegul perturbacijy
funkcija tenkina salyga

,,,,,

h?(1: 1) = h(0; Dh(2; 1). (3.1)

Sie du tvirtinimai yra ekvivalentis:
1. Obligacijy rinka

(2, F,F,P,{Ap,n =0, ..., N*},{P(n,N),n =0, ..., N}y n+)

yra bearbitraZeé ir nepriklausanti nuo kelio.

2. a) Visi santykiai Kg’(-ff(f—)r) r =0,1,2, s =0,1,...,2(n — 2) nepriklauso nuo
biisenos s ir momento n; be to, jei X,,(1)/ X, (0) =: A, tai X,,(r)/X,,(0) = A";

b) egzistuoja toks P-ekvivalentus matas P*, kad visiems n=2,...,N, N < N* ir

r € {0, 1,2}
h(r; N =) = (P*{en = 0| Fo ) A" N0 4 PHe, = 1| g} al=DN=»

~1
+ P (en =2 F ) AT (3.2)

Proof. (2) = (1). Remiantis lygybémis (3.2), turime

E*(P(n,N) |~7:n—1) _ P(n—1,N)

* . .
e v E*(h(en; N — 1) | Fu_i)

_ P(n—1,N)
B An_i

P(n—1,N)
An—l '

2
Y h(ri N —n)P*ey=r | Foy} =
r=0

Taigi, kiekvienam N < N* procesas {P(n,N)/A,,n =0,..., N} yra martingalas
mato P* atZvilgiu ir, remiantis apibréZimu, obligacijy rinka

(2, F,F,P,{A,,n=0,...,N*},(P(n,N),n =0, ..., N}y n+)
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yra bearbitrazé.

Tam kad parodytume, jog atitinkamas medis yra susiriSantis, remiantis 2.1 lema
pakanka irodyti lygybes (2.4). I jas isistate (2.3), turime

Xn(gl +...+ &2+ g‘n——l)]/l(gn—l; N —n+ l)h(gns N — n)
=Xp(e1+...+ &2+ en_1)h(ey—1; N —n+ 1)h(e,; N —n), (3.3)

Cia &,-1 + &, = €,—1 + &1, 1 < N. Remiantis a) salyga, lygybé (3.3) ekvivalenti
h(en—_1; N—n+ Dh(e,; N —n)
h(Z,—1; N —n+ DhE,; N—n)

Remiantis lygybémis (3.1) ir (3.2) lygybémis, nesunku jsitikinti, kad pastaroji lygybé
yra teisinga, t.y., obligaciju rinkos modelis yra nepriklausantis nuo kelio.
(1) = (2). Bearbitrazés rinkos salyga yra ekvivalenti

Agn—l —&p—1 —_

2
Y h(r; N —n)P*e, =r| Fui} =1 (3.4)
=0

kiekvienam n < N ir N < N*. Kaip matéme, rinkos modelis yra nepriklausantis nuo
kelio (Zr. (3.3)) tada ir tik tada, jei visiems n < N, N < N* galioja lygybé
Xp(e1+ ...+ €42+ 8_1) _ h(en—1; N —n+1)h(ey; N —n)
Xn(e1+... +8n—f2+811—1) h(én—1; N —n+1)h(€,; N —n) '

Pastarosios lygybeés deSinioji pusé nepriklauso nuo biisenos | + &3 +. .. + &, _», taigi,
nesunku matyti, kad

_h(O; N—=n+1Dh(r; N —n)

A" = : =1, 2. 3.5
h(riN—n+1)h(0; N —n) ! (3-5)
IS Cia, isistate n = N, gauname
r_ h(0; 1)
h(r; 1)
ISsprende (3.5) lygtis, gauname
h(r; 1)
h(riN—n+1)=hO; N —n+1 L~ AT (N=n)
(r n+1)=h( n+ )h(o;l)

=hO; N —n+ HATTWN-n+D),
IS Siy lygybiy ir (3.4) iSplaukia (3.2).

Bendru atve}J: yra sudétinga rasti salygas, garantuojancias atsitiktiniy dydzZiu &,
nepriklausomuma tikimybés P* atZvilgiu, bei mato P* vienati. Taiau, tuo atveju, jei

papildomai reikalaujame, kad egzistuotu vienintelis P-ekvivalentus matas

P* = (o8 + 181 + a8}V,
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tikimybés «;, 1 =0, 1, 2 randamos i§ lygybiy

(1 h(1; D)(1—h(2:2) = (1= h(1;2)) (1 — h2; 1) /D,

X0

/D,

o1

(11— 72 D)1 = 7(0;2) — (1 = h(2: ) (1 — h(0; 1))

azzi—ao—al, d

D :=h(2;2)(h(1;1) — h(0; 1)) + h(1;2)(h(0; 1) — h(2; 1))
+h(0;2)(h(2; 1) — h(1; 1)). |

Akivaizdu, kad binominio medZio atveju, t.y., kai kK = 2, gaunamos formulés su-
tampa su atitinkamomis formulémis Ho-Lee modelyje.
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SUMMARY

J. Artamonova, R. Leipus. Bond market modelling using a trinomial tree

In this paper a generalization of the discrete-time Ho—-Lee model to the trinomial case is considered.
The necessary and sufficient conditions for such a bond model to be arbitrage-free and path independent
are established.

Keywords: arbitrage-free bond market, Ho—Lee model.



