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SANTRAUKA

Tamara Strelkauskyte. Baltijos juros skaitmeninio dugno reljefo sudarymas stochastiniais ir
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gyliai.

Magistro baigiamojo darbo tikslas patvirtinti arba paneigti iSkeltg hipoteze, kad taisyklingai
iSsidesCiusiems Baltijos juros gyliy duomenims abiejy taikyty metody (krigingo ir splaino)
tikslumas bus panasus.

Darbe iSkeltai hipotezei patikrinti analizuojami trisdeSimt KurSiy mariy bei Baltijos jaros
gyliy duomenys, kurie gauti i3 Klaipédoje esancio “Jariniy tyrimo centro”. Siems duomenis
krigingo bei splaino metodais atliekama interpoliacija bei randamas skaitmeninis dugno reljefo
pavirSius. Baltijos jaros ir KurSiy mariy skaitmeniniam pavirsiui rasti naudojami R programos gstat,
gpatial, Akima, mba, fields, gss paketai.

Skaitmeninis Baltijos jaros dugno pavirSius yra vaizduojamas atliekant interpoliacijg
universaliuoju, medianinio iSlygimo krigingu, tiesiniu, kubiniu, kubiniu Akima bel kubiniu B -
splainu. Interpoliacijos tikslumui garantuoti yra tiriami: trendo tipas, semivariogramos laipsnis,
tipas, priklausomybe tarp gyliy ir koordinaCiy. Tikslumui jvertinti naudojamas Akaikeés
informacijos kriterijus bei maziausiy kvadraty metodas. Atlikus interpoliacijg geriausias
prognozavimo metodas randamas: atlikus kryzmine patikrg (palyginus vidutinés kvadratines
paklaidos, Saknies i$ vidutines kvadratines prognozes paklaidos bei vidutinio kvadratinio nuokrypio
reikSmes); bei skaitiniais metodais atlikus anova analize (palyginus F Kkriterijaus p reikSmes).

Atlikus interpoliacijg bei skaitiniais metodais palyginus gautus rezultatus padaryta iSvada, kad
Baltijos jaros rytines dalies ir KurSiy mariy vakarines dalies teritorijai interpoliuoti yratinkamiausi:
universalusis krigingas (teigiant, kad duomenyse egzistuoja treCio laipsnio trendas) bei kubinis
splainas. Gautas modeliy rezultaty tikslumas bei reljefo pavirSius abejais atvejais praktiSkai
identiSkas, todel patvirtinama baigiamajame darbe iSkelta hipotezé, kad taisyklingai issidésCiusiems

duomenims abiejy taikyty metody tikslumas panasus.



SUMMARY

Tamara Strelkauskyte. Digital terrain modeling of Baltic sea bottom with stochastic and
deterministic methods:. statistical master's thesis / academic work, Dr. Ingrida Borisenko. Klaipéda
University. Sciences and Mathematics Faculty. Department of Satistics. - Klaipeda 2012. — 87 p.
Keywords: stochastic methods, deterministic methods, kriging, spline, the Baltic sea depths data.

The aim of this master thesis a stochastic forecast data and deterministic interpolation methods
and compare them. Also, to confirm or refute the hypothesis for the Baltic Seas depth arrangement
data accuracy between the two methods used is similar.

The study analyzed 30 of the Curonian Lagoon and the Baltic Sea depth data obtained from

the ,,Sea Research Center* in Klaipéda . From this data, interpolation was performed by numerical
methods and found the bottom of a digital terrain surface. To find the digital surface used gstat R
program, Spatial, Akima, mba, fields, gss packages.
Digital Baltic seabed surface is visualised and represented by using the interpolation: universal
kriging, median polishing kriging and linear, cubic, cubic Akima and cubic B — spline methods.
Interpolation is investigated to ensure the accuracy of the data: the trend type, semivariogram
degree, type, and the relationship between the depth and coordinates. Used to assess the accuracy of
akaike's information criterion and sum of square of errors methods. The best interpolation method is
found using: the cross-validation (comparing mean sgquare error, root mean square of forecast errors
and standard deviation values), and numerical methods using ANOVA analysis (F-test comparing p
values).

After interpolation, and the numerical methods used for comparing the obtained results it was
concluded that the Baltic Sea in the eastern part and western part of the Curonian Lagoon area is
interpolated best with universal kriging (stating that the data exists in the third degree trend) and a
natural cubic spline. The resulting models of the accuracy and surface relief in both cases was
almost identical, and therefore confirms the hypothesis that the correct data arrangements, both the

accuracy of the methods is similar.
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JVADAS

Geostatistinis pavirSiaus modeliavimas — yra nauja pavirsiaus modeliavimo Saka. Joje taikomi
sudétingi pavirSiaus modeliavimo algoritmai bei statistiniai matavimo duomeny apdorojimo
metodai. Uzdaviniai su kuriais susiduria geostatistika iSsiskiria tuo, kad pradiniai matavimo
rezultatai yra tarpiniai tarp grynai atsitiktiniy ir grynai determinuoty dydziy. Sprendziant tokius
uzdavinius reikia pasinaudoti regionalizuotais duomenimis, kuriy stochastinés savybes yra
teritorijos geografinés padéties funkcijos. Sios srities tyrimai prasideéjo jau XIX amZiaus Alexander
von Humboldt darbais ir tesiasi iki $iol. Siomis dienomis toks modeliavimas apima mokslo 3akas
apie Zzeme - geoinformatikg ir geostatistikg - ir turi daug pavadinimy. PavyzdZiui vakaruose toks
modeliavimas vadinamas kiekybiné reljefo analizé, geomorfometrija arba Kiekybiné
geomorfologija. Duomenys skaitmeniniam reljefo modelio sudarymui yra gaunami naudojantis
keliomis priemonémis. Duomenys gali bati renkami skaitmeniniu pavidalu, siekiant tiesiogiali
panaudoti geografines informacines sistemas (GPS matavimai, skaitmeniné aero - ir kosminé
nuotrauka, skaitmeniné topografiné nuotrauka) arba tai gali bati skaitmeniniai ir analogy pavidalo
duomeny rinkiniai, surinkti kitais tinklais ir konvertuoti j reikiamg pavidalg. Duomeny rinkimas yra
vienas brangiausiy ir didziausiy laiko sgnaudy reikalaujanciy etapy. Kai kurie Saltiniai teigia, kad
duomeny rinkimas gali sudaryti iki 85 procenty geografiniy informaciniy sistemy kasty. Dél
finansiniy sunkumy ir dél kitokiy priezasCiy gali atsirasti vietos, kuriuose matavimai nebuvo atlikti.
Sudarant skaitmeninius reljefo modelius distanciniais matavimy metodais i$ lektuvo arba dirbtinio
zemes palydovo, susiduriama su pavirSiaus fragmentais, kuriuose dél tankios augalijos arba kitokiy
prieZzasCiy pavirSiaus iSmatuoti nejmanoma, o juroje atliekami matavimai tik tam tikrose pastatytose
stotyse (jy kiekis ribojamas dél finansiniy priezasCiy). Taigi realiose situacijose daZznai atsitinka,
kad surinkta informacija nera tolydziai pasiskirsCiusi analizuojamos teritorijos ribose arba turimy
duomeny kiekis néra pakankamas skaitmeninio reljefo pavirSiaus sudarymui. Siekiant atvaizduoti
pavirSiaus reljefa, svarbu tureti tanky vietoves tasky tinklg su koordinatemis ir gyliais (ar kitokia
charakteristika). Siam tikslui, remiantis atramos tasky duomenimis, taikomi jvairds interpoliavimo
metodai. Kuo daugiau Siy taSky, tuo interpoliavimo rezultatai patikimesni. Pagrindinés
charakteristikos, turinCios jtakos, skaiCiuojant nezinomus pavirSius yra modeliuojamas plotas,
pavirSiaus forma, erdvinis issidéstymas. KeiCiantis bet kuriai 1S Siy charakteristiky, keisis ir
nezinomosios reikSmes. NustaCius prognozavimui reikalingas charakteristikas yra parenkamas
vienas i$ interpoliavimo metody - stochastinis arba deterministinis (krigingas arba splainas
atitinkamai).

Siame darbe bus naudojami Baltijos jiros ir Kursiy mariy duomenys. Teisingai pasirinktas

interpoliavimo metodas, nagrinejamiems duomenims, padeda surasti rySius tarp jau Zinomy
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reikSmiy ir prognozuoti tarp jy esancCias bei taip sudaryti pakankamai tiksly, tolydy jdros dugna.
Informacija apie reljefg labai svarbi ir naudojama sprendziant jvairius projektavimo,
telekomunikacijy, hidrotechninius uzdavinius, karo inzinerijoje ir kitur (gyvenamyjy kvartaly
statymas nepradedamas neiSanalizavimus reljefo pavirSiaus, augalijos pasiskirstymo desningumus
nulemia dregmé bei Siluma, Zuvingumas priklauso nuo gylio ir t.t).

Kaip yra zinoma papildomy matavimo stoCiy jrengimas, reikiamy matavimo agregaty
pirkimas ar nuoma reikalauja dideliy iSlaidy. Baltijos juros dugno interpoliavimas atliekamas
siekiant sumazinti resursus bei iSlaidas naudojamas atliekant nezinomy charakteristiky, Siuo atveju
gyliy matavimus. Siame darbe tolydus Baltijos jiros dugno pavirsius sudaromas naudojantis
stochastiniais bei deterministiniais interpoliavimo metodais.

Darbo tikslas atlikus interpoliacijg patvirtinti arba paneigti hipoteze, kad taisyklingai
iSsidesCiusiems gyliy duomenims tinkamai pasirinkty skirtingy taikyty metody tikslumas bus
panasus.

Tam, kad baty jgyvendintas darbo tikslas yra butina atlikti Siuos uzdavinius:

Aprasyti ir palyginti stochastinius ir deterministinius interpoliavimo metodus bei
iSsiaiskinti su metodais susijusias sgvokas.

Pateikti bei iSanalizuoti pagrindiniy bei dazniausiai naudojamy metody matematines
interpretacijas.

Pasinaudojus R programos atitinkamais paketais atlikti Baltijos juros gyliy prognoze
(pasinaudojus duomenims tinkamais keliais stochastiniais ir keliais deterministiniais
metodais).

Naudojantis modeliy patikros metodais palyginti stochastiniais bei deterministiniais
interpoliavimo metodais gautas prognozes (t.y skaitmeninius reljefo pavirsius).

Siame darbe pirmajame skyriuje yra apraSyti bei palyginti deterministiniai bei stochastiniai
metodai (krigingas, splainas, atvirkstinio atstumo metodas). Antrgjame pateikta jy matematinée
interpretacija. TreCiajame sSkyriuje, pasinaudojus R programos paketais, atlikta duomeny
interpoliacija, randamas skaitmeninis reljefo pavirSius (keliais iS apraSyty metody), nustatomas
rezultaty tikslumas, bei atliekamas metody palyginimas.

Darbe pateikta 14 lenteliy bei 20 paveiksly.



|. DETERMINISTINIAI IR STOCHASTINIAI METODAI

1.1 Skirtumai tarp stochastiniy ir deterministiniy modeliy

Modeliavimas yra neatsigjama bet kurio mokslo dalis - tiek socialinio, tiek gamtos. Realaus
pasaulio sistemos paprastai yra labai sudetingos. Norint Sias sistemas suprasti, prognozuoti jy elgesj
ar kontroliuoti, batina jas supaprastinti, o tai reiSkia sukurti modelj. Kuriant modelius yra
naudojami keli metodai, pavyzdziui reljefo pavirSius gali buti modeliuojamas stochastiniais ir (arba)
Technika, kuri tai atlieka vadinama interpoliacija, taCiau, kalbant grieztai, tai galioja tik taSkams,
geografiSkai patenkantiems | ribas, apibreziamas atrankos tasky (prieSingu atveju tai yra
ekstrapoliacija). Kalbant apie geostatistikg, Sios technikos gali badti laikomos interpoliatoriumi,
glodintuvu, jvertinimo arba prognozés jrankiu, atsizvelgiant j konkreCig matematine ir (arba)
statisting technika. Taigi sudarius modelj atskiri taSkai yra apjungiami taip, kad gauti tinkamus
duomeny jvercius tarp duoty tasky, o jvertinami kintamigji yra esamy stebéjimy reikSmiy svertiniai
vidurkiai. Jie yra naudojami stochastinés interpoliacijos metu.

Stochastiné interpoliacija prognozéems atlikti naudoja tikimybinius modelius. Ta tokie
modeliai, kuriame pradiniai parametrai ir modelio parametrai gali jgyti atsitiktines reikSmes ir
modeliuojama atsitiktinémis sglygomis. Atsitiktinio lauko modelis Siuo atveju

Z(s) = m(s) +e(s) (1.1)
Cia Z(s) — interpoliuojamas kintamasis (pavyzdziui, azoto oksido koncentracija, reljefas);
m(s) — deterministiniais metodais nustatomas trendas;
e(s) — autokoreliuota erdvéje atsitiktiné paklaida. ,,Autokoreliuota erdveje* reiskia,
kad nors svyravimai i$ anksto nera zinomi, taCiau artimose padétyse jie yra panasesni
savo reikSmemis nei tolimesnése.
{e(s):sl D} -Klaidy atsitiktinis laukas matavimo vietose s.

Taip pat stochastiniai interpoliacijos metodai sitlo prognozes paklaidy e(s) jvertinimg su
numatytais skirtumais. Si grupé apima krigingg ir visus antrinius metodus tokius kaip trendo
pavirsSiaus jvertinimas, regresija ar kokrigingas (Blyth et al., 2008). Stochastinis modelis, kuris taip
pat dar vadinamas tikimybiniu, vaizduojamas matematine lygtimi, kurios bent vienas parametras
tam tikru laipsniu yra atsitiktinis. Del Sio atsitiktinumo atsiranda tam tikra modelio rezultaty
paklaida e(s) (Z(s)=m(s)+e(s)) arba neapibreztumas. Neapibréztumas yra badingas visiems
pavojy ir rizikos vertinimams, kuriuose matematiniai modeliai naudojami apibddinant netiesiogiai
stebétg informacija. Sis uzdavinys kyla dél to, kad sudaromi modeliai nepilnai atspindi realybe, kad

nejmanoma visiSkai tiksliai nustatyti pradiniy modelio parametry reikSmiy ir realiose situacijose jos



gali bati skirtingos, nei naudojamos modelyje. Jis yra laikomas neiSvengiamu ir iSreiSkiamas
tikimybe. Kaip pavyzdj galima pateikt] modelj, kuris jvertina nuoSliauzy tikimybe, jei badty
iSkirstos tam tikros misko sritys. Dar vienas pavyzdys yra krigingo analizes taikymas vandens
méginiy matavimams. Atlikus Sig procedlrg gautume interpoliuotus pavirSius, kurie vaizduoja
galimg tam tikro terSalo koncentracijg bei standartines visy numatomy reikSmiy paklaidas.
Pagrindinis skirtumas tarp stochastiniy ir deterministiniy modeliy yra tai, kad deterministiniame
modelyje nei vienas i$ matematines lygties kintamyjy arba parametry nera laikomas atsitiktiniu.

Deterministiniai metodai bando pritaikyti taSkams, turintiems tam tikras x, y ir z koordinates,
vieng IS matematiniy pavirsiaus tipy. Deterministiniais interpoliavimo metodais duomeny gavyba —
tai duomeny apdorojimas, naudojant sudetingas duomeny paieSkos galimybes ir statistinius
algoritmus pasikartojanciy Sablony ir koreliacijy radimui turimose didelése duomeny bazése; naujy
duomeny prasmiy aptikimo, nustatymo, atradimo buldas. Centrinei tendencijai arba viduriui
nusakyti yra naudojami tokie matai kaip vidurkis (vidutiné pozymio reikSme, nustatyta tiriant
skirtingus objektus), mediana (pozymio reikSmé, kuri dalija variacing eilute, populiacijg ar
tikimybiy skirstinj j dvi lygias dalis) ir moda (tai dazniausiai pasikartojanti pozymio reikSme imtyje.
Tokie modeliai kuriami tam, kad juos buty galima naudoti erdviniy sprendimy priémimo sistemose,
jie leidZia vartotojui eksperimentuoti su pasaulio kopija, bet ne su realiais objektais bei leidZia
operatyviai pateikti jvairias galimas realiy situacijy alternatyvas. Siai grupei priskiriami: atvirk3¢iai
proporcingo atstumo metodas, globalus ir lokalts polinomai bei spindulio tipo funkcijos ar splainai.
Jie daZniausiai naudojami glotniy formy pavirSiams interpoliuoti, taip pat tolygiai kintancio
pavirSiaus nuolydzZiui apskaiCiuoti.

1.1 lentelée. Deterministiniy ir stochastiniy metody suskirstymas

Globalas Lokalas
Deterministiniai Stochastiniai Deterministiniai Stochastiniai
Trendo pavirSius | Regresija Atvirksciai proporcingo atstumo Krigingas
(netikslus) (netikslus) metodas (tikslus) (tikslus)
Splainai (tikslus)

Kaip matome i$ lentelés (1.1) deterministinius bei stochastinius metodus dar galima suskirstyti
J globalius bei lokalius. Lokalls modeliai, kurie yra tikslis, naudoja tik informacijg i tam tikro
ploto. Sis plotas gali bati keiiamas kol interpoliavimo rezultatais padengiamas visas pavirsius.
PrieSingas lokaliam yra globalus interpoliavimo motodas, kuris interpoliavimo proceso metu
atsizvelgia j visus duomeny taskus, nepriklausomai nuo jy padeties, todel Sis metodas yra laikomas
netiksliu.
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Jeigu metodas vadinamas globaliu, tuomet iS viso duomeny rinkinio gaunamas vienas
statistiniy rezultaty rinkinys ir jis apraSo visg tiriamg sritj. Globaliems metodams yra priskiriami
trendas bel regresija. Trendas yra tam tikra pastovi duomeny savybe, paprastai paaisSkinama tam
tikrais fiziniais pavirSiaus ypatumais. Daugeliu atvejy duomenys neturi trendo arba jis labai silpnas,
todél jj galima ignoruoti. Tokiu atveju priimame, kad duomenys turi pastovig vidutine reikSme:
m(s) = m visose s. Regresija tai atsitiktinio dydzio vidurkio priklausomybés nuo kity dydziy (keliy
dydziy) radimas. Globalis metodai yra laikomi netiksliais, kadangi pavirSiaus interpoliavimo
procediros apskaiCiuoja vieng funkcijg, aprasanCig visg modeliuojamg pavirsiy, o reiskiniams
stipriai kintant globali erdvine statistika duoda klaidingus rezultatus. Kadangi tiriant realy pasaulj
nagrinéjami duomenis dazniausiai nera monotoniski yra naudojami ne globalds, o lokalls metodai.

Lokaliy polinomy interpoliacija veikia atvirkSCiai — vertina pavirSiy pagal vienas po kito
esancius tinklo susikirtimo taskus, skaiCiavimams naudojant tik artimiausiy tasky reikSmes.
PavirSiaus interpoliavimas susideda i$ keturiy etapy;

1) teritorijos apie interpoliuojama taska dydzio radimas;

2) artimiausiy tasky suradimas;

3) matematinio modelio pasirinkimas (jis reikalingas apskaiciuoti pavirSiaus reikSmei pagal

turimus taskus);

4) modelio (pavirSiaus) reikSmes radimas.

Lokalus metodas naudoja taskus su zinomomis reikSmémis tam, kad galetume prognozuoti
nezinoma reikSme, todel ir yra vadinamas tiksliu. Lokaliems yra priskiriami splainas, krigingas bei
atvirkstinio atstumo metodai, kuriuos placiau aptarsime sekanciose skirsniuose.

Taip pat pavirSiaus modeliavimo metodai gali bati suskirstyti j dvi grupes pagal
skaiCiavimams reikalingus modeliavimo parametrus: metodus, kurie duomeny analizei naudoja
variogramas (krigingas) bei metodus, kurie naudoja tasky svorius (splainas, svorio metodas). Svorio
metodas — tai toks pavirSiaus modeliavimo metodas, kai pradiniams tasky auk$Ciams priskiriami
svoriai, kurie yra atvirksciali proporcingi atstumui iki skaiCiuojamo tasko. Tai reiSkia kuo labiau yra
nutoles taskas, tuo mazesnis svoris yra jam priskiriamas (Johnston and others, 2001). Svorius
naudoja deterministiniai interpoliavimo metodai, o stochastiniai reikSmiy radimui naudoja
variogramas.

Variograma (semivariograma) — parametriné funkcija, naudojama gretimy tasky auksciy
koreliacijai (stetistinei priklausomybei) nustatyti. Variograma naudojama rasti optimaliausius
erdvinius sprendimus, jvertinti objekty padétj, dydj. Taip pat ji parodo teritorijy ribas, kuriose
iSmatuoti dydZiai turi apibrezto diapazono reikSmes. Variogramy naudojimo privalumas — paprastas
matematinis realizavimas, o trakumas tai, kad ji yra nejautri smulkioms (reljefo) detalems (Chao —

yi Lang, 1995). Pavyzdziui, zinant kai kuriuose taSkuose zemés pavirSiaus auksciy reikSmes, galima
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jvertinti tarp jy esancCius, nezinomus taSkus. Vertinant neZinomus taskus galime sudaryti
skaitmeninj tolydy reljefo pavirSiy. Tam reikia modeliuoti semivariogramas, priglodinti geriausig
semivariogramos modelj bei nustatyti semivariogramos parametrus. Pagrindiniai semivariogramos
parametrai — plotis, grynuolis ir denkstis. Slenkstis — tai didZiausias aukstis, kurj pasiekia
semivariogramos kreive. Slenkstj daznai sudaro dvi dalys: trikis pradZioje, vadinamas grynuoliu ir
dalinis slenkstis, kuriuos sudeéjus ir gaunamas slenkstis. Plotis — tai nuotolis tarp tasky pory, kuriam
esant pasiekiamas slenkstis. Sie trys semivariogramos parametrai padeda kuo tiksliau priglodinti
geriausig semivariogramos modelj. Taigi pirmame algoritmo realizavimo etape batina palaikyti
maksimaliai teisingg semivariogramos matematinj modelj. Semivariogramai modeliuoti
naudojamos jvairios funkcijos — sfering, eksponentine, tieses, Gauso (Johnston,Ver Hoef ir kt.,
2001). Dazniausiai rekomenduojama sferiné lygtis.

Sferine semivariograma:

1 é
1| 3‘ | Zgﬁ H-qkm O£ |d| £H,

g(d;H) = Sé2H Heg (1.1)
;
fHs kai Hg<|d|.
Eksponentiné semivariograma :
ou
g(d;H)=H él exp(g‘ 3” " (1.2
Gauso semivariograma
é 2ou
g(d;H) =Hg8l- exp‘?- H#Hi (1.3)
§ & eeod
Cia g - semivariogramos funkcija, d :(dx,dy)T,

|| - atstumas tarp tasky;
H, 3 0 - dalinis slenkstis, kuris apskaiCiuojamas iS slenkscio atimant grynuolj;
Hg 3 O - plotis.

Taip pat reikia nepamirsti, jog esant aiSkiai iSreikStai reiSkinio anizotropijai, nagrinejamos
variogramos ir interpoliuojamas pavirsius turety bati atskirai kiekvienai zonai.

Erdvinés priklausomybés (autokoreliacija) gali priklausyti tik nuo atstumo tarp dviejy tasky,
ta vadinama izotropija. TaCiau jmanoma, kad ta pati autokoreliacijos reikSmé gali atsirasti
skirtingais atstumais, matuojant skirtingomis kryptimis (esant didesniems atstumams objektal
vienomis kryptimis yra pana3esni nei kitomis). Si pusvariogramése ir kovariacijoje pastebima
kryptiné jtaka vadinama anizotropija. Tiriant anizotropijg, svarbu atsizvelgti j tai, kad, nustacius

kryptinius skirtumus erdvinése priklausomybése, juos galima jtraukti j pusvariograme ar

12



kovariacijos modelius, kurie turi jtakos taikomam geostatistinio interpoliavimo rezultatui. IStyrus
anizotropijg bei priglodinus semivariogramos modelius geriausig i$ jy padeda nustatyti kvadratiniy
nuokrypiy suma. Kvadratiniu nuokrypiy suma (angl. square of the sum of differences (SS)) dar

vadinama vertikaliy atstumu nuo tasko iki kreives kvadraty suma ir apskai¢iuojama pagal formule :

SS= é (y; - 9i)2 , (1.4)

Cia y, - stebimos funkcijos reikSmés;
y. - sumodeliuotos funkcijos reikSmes.

Geriausiai tinkanCiu yra laikomas tas modelis, kurio kvadratiniy nuokrypiy suma yra
minimaliausia

AuksCiau trumpai aptarti stochastinis (krigingas) bei deterministinis (splainas, atvirkstinio
atstumo metodas) pavirSiaus modeliavimo metodai bei jy skirtumai (Kumetainieng, 2006).
Sekanciuose skirsniuose aptarsime kiekvieng metodg iSsamiai. Pradésime nuo stochastinio

interpoliavimo metodo — krigingo ir jo rasiy.

1.2 Stochastiniai modeliavimo metodai — krigingas

Krigingas i$ pradziy buvo skirtas ir iki Siol tebéra naudojamas kalnakasyboje nustatyti metalo
kiekj uolienos luituose. Tokiomis aplinkybémis kiekvienas uolienos luitas gali badti tiriamas, ir
jvertinamas metalo kiekis jame (Bernard et al., 2009). Kalnakasys tada gali nuspresti ar luite yra
pakankamai metalo, kad jj buty verta iSgauti ir apdoroti. Aplinkos moksly mokslininkai, o ypac
pedologai (dirvozemio mokslo specialistai), krigingg naudoja kiek kitaip, t. y. optimaliai jvairiy
viety interpoliacijai, sudarant Zemelapius. Pirmieji tokiu badu ordinaryjj krigingg panaudojo
Burgessas ir Websteris (1980a, 1980b) Burgesas ir kt. (1981). Veéliau krigingas buvo naudojamas
dkininkavimo srityje Mulla (1997), Frogbrookas (1999) ir Frogbrookas ir kt. (1999). Naudojant
krigingo metodg interpoliuojama reikSme priklauso nuo dviejy veiksniy: trendo bei papildomo
kintamumo elemento. PavyzdZiui, jei kylate nuo jlros aukstyn j kalnus, turésite aiSkiai iSreikstg
altitudés® trenda. Tagiau tikrasis vietovés reljefas svyruos: kils aukstyn ar leisis Zemyn kirsdamas
upés slénius, bus daugybé kalvy ir jduby. Krigingo interpoliavime yra teigiama, kad apie trenda
svyruoja autokoreliuota erdveje atsitiktine paklaida. ,,Atsitiktine” reiskia tai, kad svyravimai i$
anksto nezinomi. Nors Sis metodas plaCiai naudojamas jis turi traikuma — skaiiavimo sudetinguma
(Heinrich, 1994). Reikia iSspresti dideles lygCiy sistemas kiekvienai tinklinio modelio lastelei, todel

modeliuojant reljefg krigingo metodu, reikia daug daugiau kompiuterio resursy negu interpoliuojant

! Altitudé, pranc. I'dltitude — vietoveés, statinio, bet kurio kito objekto ar jo taSko vertikalus aukstis nuo sutartinio atskaitos
taSko. Paprastai geografijai, geodezijai, kartografijai, meteorologijai, architektlrai, aviacijai, fizikai, biologijai atskaitos taSku
tarnauja jaros lygis.
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pavirSiy kitais reljefo modeliavimo metodais. Daug démesio bei laiko batina skirti variagramos
formai, duomeny analizei bei gretimy zony dydziy nustatymui. Kai pavirSius modeliuojamas
krigingo metodu, rezultatai, kurie yra reikalingi pavirsiui sudaryti yra generuojami pagal pradiniy
duomeny reikSmes.

Bet kokio uzdavinio sprendimas krigingo metodu randamas vadovaujantis stochastinés
erdvines variacijos tolydziuoju modeliu. Jis geriausiai panaudoja turimg informacijg,
atsizvelgdamas j dydzio kitimg erdvéje pagal variogramos modelj. Variograma yra efektyvus
jrankis prognozuoti neiSmatuoty tasky reikSmes su iSmatuotais taskais, naudojant atstuma ir kryptj
bei atrinkti tokios informacijos Kklasterius®. 15 pradZiy krigingas buvo suprantamas, kaip
paprasCiausia tiesine aplinkiniy duomeny svertiniy vidurkiy suma. Po to krigingo metodas buvo
pakeistas ir pritaikytas spresti daug sudétingesnes uzduotis kalnakasyboje, naftos inzinerijoje,
uzterStumo kontrolei ir mazinimui bei visuomenés sveikatos srityje. Siuo metu terminas ,,krigingas*
yra bendrinis ir apima keletg skirtingy krigingo tipy - tiek tiesiniy (su trendo modeliu), tiek
netiesiniy, kurie skirti darbui su trikiais arba dvejetainiais duomenimis. IS pradziy aptarsime
paprastesnius, tiesinius metodus. Tiesiniame kriginge jverCiai yra svertines tiesines duomeny
kombinacijos. Imties duomenims esantiems aplink taSka ar blokag priskiriamos reikSmes, kad
krigingo variacijos jvertis baty minimalus. Siuo poZidriu krigingas yra optimalus. Pagal paskirtj
krigingai skirstomi j kelias rasis (John Wiley et al., 2007).

Normalusis arba ordinarus krigingas yra grindziamas nezinomu, taCiau pastoviu m, ir
laikoma, kad autokoreliuotos erdveje duomeny reikSmeés (atsitiktines paklaidos) svyruoja apie jj.
Kadangi tikslaus m Zinoti praktiskai nejmanoma reikia Zinoti tai, kad fiziSkai pagrjstas modelis
duoda trenda. Tada galima imti skirtumg tarp modelio ir liekany, ir naudojant paprastajj kriginga
jvertinti liekanas. ApskaiCiavus trenda jos turi bati lygios O (Webster, 2007).

Paprastasis krigingas tai paprasCiausias interpoliavimo metodas. Jis yra naudojamas, kai yra
Zzinomas vidurkis (vidurkio funkcija). Jis praktiniuose uzdaviniuose taikomas retai, nes nelabai
tikétina, jog vidurkio funkcija bus zinoma. Todeél paprastasis krigingas pakeiCiamas bei pritaikomas
kitomis formomis, kuriuose duomenys transformuojami taip, kad buaty zinomi vidurkiai. Po
duomeny transformacijos gali bati naudojami indikatorinis arba disunkcinis krigingas.

Digunkcinis krigingas taip pat yra netiesinis krigingo metodas, bet jis yra grieZtai
parametrinis. Priimant sprendimus nustatomi ne tik jvercCiai bet ir tikimybe virSyti ar nevirSyti
nustatytg ribine verte. Viena is svarbiausiy disjunkcinio krigingo savybiy ta, kad jis tinka dirbant su
trokiais arba dvejetainiais duomenimis. Sia savybe pasizymi ne tik disjunkcinis, bet ir kitas krigingo

metodas — indikatorinis.

% Klasteris (angl. cluster) — vienetas, sudarytas i$ keliy vieno tipo elementy, kuris veikia kaip vieninga sistema, turinti tam
tikras savybes.
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Indikatorinis krigingas yra netiesing, neparametriné krigingo forma, kurioje tolydieji
kintamieji pakeiGiami dvinariais (indikatoriais). Sis metodas populiaréja, nes juo galima jvertinti
beveik visus skirstinius® ir apskaiiuoti jver&iy empiriniy skirstiniy suma, taip nustatant jy
patikimumo ribas. ] jj taip pat galima jtraukti kokybine informacijg, kad prognoze baty tikslesné.
Indikatoriaus koncepcijg galima pritaikyti tolydZiajam skirstiniui, kurio metu duomenys
transformuojami j nulius arba vienetus, priklausomai nuo (a) vertés pozicijos nustatytos ribines
vertés atzvilgiu arba (b) geologinio pozymio buvimo ar nebuvimo. Tarkime, jeigu analizuojamoje
vietoje nera mineraliniy medzZiagy jai galima priskirti nuling verte, o jei jos yra — vieneto verte.
Tokiu pacCiu principu, virSijantiems sutarting ribing reikSme (didZiausia ar maZziausig galimg
reiksme), galima priskirti vieneta, o esantiems Zemiau ribinés reikimés — nulj. Zinoma, naujai
transformuotam kintamajam reikia nustatyti semivariogramos modelj, ir tada galima atlikti kriginga
kaip nurodyta anksciau. Krigingo su indikatorinemis vertemis rezultatas skirtas jvertinti santykj py,
kurj galima aiskinti dviem budais (Alastair, 2002):

(a) Tikimybé, kad matavimo vietose reikSmems yra priskiriamas vienetas lygi p, ;
(b) Jeigu vienetas yra priskiriamas taSkams aplink iSmatuotg teritorijg reiSkia egzistuoja
reikSmes, kuriems priskiriamas nulis ir jy tikimybe (1 — py).

Tuomet, kai indikatorinis krigingas kartojamas skirtingoms ribinems reikSmeéms, procesas
vadinamas Kkartotiniu indikatoriniu krigingu ir tai leidZia jvertinti sumine kreive, i$ kurios galima
nustatyti vietinj vidurkj, jvertinti bloky skirstinj ir bloky, esanciy vir$ ribinés reikSmés, santykj.
Tam, kad gautos reikSmeés baty dar tikslesnes indikatorinis krigingas buvo patobulintas ir
pavadintas tikimybiniu.

Tikimybinis krigingas buvo pasitlytas Sullivano 1984 m., o veliau apraSytas bei iSanalizuotas
Chileso (1999) bei Goovaertso (1997). Sis krigingo tipas yra pranasesnis uz indikatorinj, kadangi
atsizvelgiama j tai, kiek reikSme yra arti ribinés. Tam, kad jvertinti indikatoriy kokrigingo metu yra
naudojamos pagal dyd;j iSdestytos z(x) reikSmes, kuriy suma baty lygi vienetui. Kokrigingas - tai
interpoliacinis budas, leidZiantis tiksliau apskaiCiuoti kelis kintamuosius, kurie yra priklausomi
vienas nuo kito. Sis metodas padeda pagerinti analizuojamos vietos jvercius, naudojant susijusius
kintamuosius, kurie yra zinomi ne tik tuose vietose. Taip pat Sis metodas naudojamas siekiant
uztikrinti jvertinty reikSmiy sasaja, kai kintamieji yra funkciskai susije. Petitgasas (1991 m.) pasitle
kokrigingo modeliu vertinti Zuvy susibrima bei iSsibarstyma tvenkinio teritorijoje dienos ir nakties
metu. Zavy susibarimas dieng ir naktj buvo susijes, kadangi naktj zavy tankis tam tikrame taske

lygus tankiui kazkuriame plote dienos viduryje. RySys leidzia iSskirti variogramas ir iSvesti

% Skirstinys (tikimybinis pasiskirstymas ar pasiskirstymo désnis; angl. probability distribution) — tai pozymio reikdmiy, arba
atsitiktiniy dydziy, ir jy tikimybiy tarpusavio rySys. Pozymiy empiriniy skirstiniy pagrindiné charakteristika yra aritmetinis
vidurkis. Jam badinga tai, kad nuo jo teigiamy ir neigiamy nuokrypiy suma lygi nuliui.
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santykinés variogramos modelj tarp dienos ir nakties verCiy. Kokrigingo procedura leidzia jvertinti
dienos (arba nakties) Zemélapj, naudojant ir dienos, ir nakties pavyzdzius.

Ordinarusis kokrigingas yra ordinaraus vieno kintamojo krigingo plétinys dviems ar daugiau
kintamyjy. Kad jis baty efektyvus, tarp kintamyjy turi bati tam tikra koregionalizacija®. Jis itin
naudingas, jei koks nors dydis, kurj galima lengvai iSmatuoti, yra erdviskai susijes su Kitu ar Kitais
dydziais, kuriuos iSmatuoti yra brangu, ir jie mazai kur matuojami. Kokrigingas leidzia tiksliau
jvertinti mazesnés imties dydzius, naudojant dazniau matuojamy dydziy erdvine informacija.

Tiek ordinary, tiek skyriaus pradZioje minétg paprastajj krigingg galima atlikti su
transformuotais duomenimis. Taigi, lognormalusis krigingas yra tiesiog logtransformuoty duomeny
krigingas — procesas analogiSkas neapdoroty duomeny krigingui, naudojant santykine
semivariograma. Sig semivariogramg galima vadinti nestacionarumo koregavimo priemone, tuo
atvegu, jel vietos dispersija yra proporcinga vietos vidurkio kvadratui. Ji naudojama labai
asimetriSkiems duomenims, kurie artéja prie lognormaliojo skirstinio.

Universalusis krigingas yra tiesinis su nezinomu polinominiu trendu. Jis yra misrus
interpoliavimo metodas, kurio sistemoje globalus trendas modeliuojamas kaip geografiniy
koordinaCiy funkcija. Tai krigingo procedirg papildo didZiausio tikétinumo metodu.
Universaliajame krigingo modelyje trendas atskiriamas nuo liekamyjy duomeny ir modeliuojamas
atskirai. Matheronas (1971) pademonstravo, kad trendas ir liekamieji duomenys negali bati
vertinami kartu naudojant tik vieng atsitiktines funkcijos (t. y. vieng duomeny aibe iS 1 mety)
realizacijg: (jvertinty) likutiniy reikSmiy variacija po erdvinio iSlyginimo proceddros vertinant
trendg yra mazesné nei (tikroji) likutiné proceso variacija. Rivoirardas ir Guiblinas (1997) sillo
atsizvelgti j paklaidg, atsirandanCig tiriant trendg, kuri reikalinga vidurkio jverCio variacijos
jvertinimui. Pagalbiniai kintamieji naudojami jvertinti trendg regresijos metodu. Naudojant §j
metoda Kintamieji turi bati tarpusavyje nekoreliuoti (statistiSkai nepriklausomi).

Dar vienas krigingo metodas, kuris gali bati pritaikomas duomenims, kur yra trendas —
medianinio islyginimo krigingas. Medianinio iSlyginimo proceddros metu i$ pradiniy duomeny yra
pasalinamas trendas, teigiant kad liekanos yra stacionarios (vidurkis pastovus, bet nezinomas).
Liekanoms parenkamas bei priglodinamas vienas i$ parametriniy semivariogramos modeliy (Gauso,
eksponentinis arba sferinis) bei taskiniams ar bloko duomenims pritaikomas ordinarus krigingas.
Taip atsitiktiné funkcija yra suskaidoma j deterministinj trendg ir atsitiktine liekany komponente.
ISprognozavus liekanas jos yra sudedamos su eiluciy, stulpeliy ir bendrais mediany efektais. Taciau

jei apie trenda nera jokios informacijos tuomet gali bati naudojamas Bajeso krigingas.

“K oregionalizacija- regioniniy kintamyjy krigingo teorijos isplétimas iki keliy kintamujy, turin&iy daugiamate kryZmine
erdvine koreliacijg bei atskiras vienmates erdvines autokoreliacijas .
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Bajeso krigingg pasitle Omre (1987) tokiems atvejams, kai duomenyse yra trendas. Tai
tarpinis variantas tarp paprastojo krigingo, kuris naudojamas, kai néra trendo, ir universaiojo
krigingo, kuris naudojamas, kai jis yra zinomas. Krigingo lygtys yra tokios pat kaip paprastojo
krigingo, bet su nestacionariomis kovariacijomis (Chilesas ir Delfineris, 1999).

Atlikus vieng i$ iSvardinty krigingy gali atsirasti neigiamos reikSmes, kuriy paprastai galima
iISvengti arba jy poveikj sumazinti tam tikromis priemonemis:

a) uztikrinant, kad duomeny nedengia kiti duomenys, esantys arCiau vertinamo tasko;

b) naudojant krigingo metoda;

c) patikrinant, ar neatsirado neigiamy reikSmiy po krigingo, atmetant duomenis su neigiama
verte ir IS naujo atliekant likusiy duomeny kriginga;

d) kaip atsargumo priemone, nutolusias vertes jvertinant atskirai — net ir nedidelé neigiama
verté pritaikyta nutolusioms vertéms gali duoti kraStutinius jvercius ir kai kuriais atvejais, netgi
neigiamas laipsnio reikSmes.

Jeigu del sudetingy skaiCiavimy krigingo metodas atmetamas, tada specialistai pasirenka kitg
erdvinio prognozavimo buda. Greta jvairiy rimty mokslingje literatlroje sitlomy alternatyvy (pvz.
nuosekliojo interpoliatoriaus ir neparametrinés erdvinés regresijos metody) neretai yra sialomi

deterministiniai metodai.
1.3 Deter ministiniai metodai

Praktikoje dazniausiai naudojami deterministiniai interpoliavimo metodai - splainas ir
atvirkstinio atstumo metodas. Vienas iS populiariausiy ir dazniausiai taikomy deterministiniy
metody yra interpoliacija splainais. Terminas splainas (angl. spline) - reiskia prietaiso pavadinima,
kurj naudojo braizymui, tam kad tolygiai sujungti taskus (Albert J., Nilson E., 1972). Naudojant §j
metodg taSkai kuriuose jungiasi Kkreivés segmentai yra vadinami mazgais. Splainy metodo
pagrindine savybe yra, kad duotojo mazgo aplinkoje interpoliacijai yra naudojamos netolydzZios
polinominés funkcijos, kurios taip pat vadinamos splainy funkcijomis. Sis metodas glaudZiai susijes
su krigingo, be to jvairds empiriniai palyginimai leidzia teigti, kad Siy metody prognoziniy
charakteristikos daznai panaSios (Hutchinson ir Gessler 1994; Laslett ir McBratney 1990; Laslett,
McBratney, Pahl ir Hutchinson 1987; Voltz ir Webster 1990). Atitinkami splainy ir krigingo
privalumai buvo aptarti Zurnalo ,,Amerikos statistikas* (angl. The American Satistician) 1990 m.
rugpjacio menesio numerio laiSkuose redaktoriui. Wahba (1990a) suabejojo Cressie's (1989)
teiginiu, kad ,krigingas, Kkitaip negu splainai, pritaikomas, atsizvelgiant j duomeny atskleidZziamos
erdvinés priklausomybés kokybe ir kiekybe ir prieStaravo teigdamas, kad ,,jvairQs teiginiai, jog
krigingo bddu gauti jvertinimai kazkodel geresni negu splainy metodu gauti jvertinimai, neturi
prasmes®. Splainy metodas gali bati pasirinktas kaip alternatyva krigingui iS dalies todel, kad jis
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atlieka deterministinio erdvinio prognozavimo metodo vaidmenj, ir iS dalies todél, kad atsako |
klausimus kylanCius i§ esamo Siy dviejy metody palyginimo.

Splainas — tai tolydZioji iki p-tosios eilés (imtinai) iSvestinés funkcija, sudaryta i$ kurios nors
funkcijos daliy. Splainais vadinamos linijos jungiancios mazgus ir iSsilenkiancios tarp jy tam tikru
nustatytu laipsniu. Splaing sudaro du pagrindiniai elementai: virSune ir segmentas. Virsune tai
taSkas su tam tikromis XYZ koordinatémis erdvéje, o segmentas tai linija jungianti dvi artimas
virsanes. IstoriSkai splainai pradéti konstruoti i$ n-tosios eilés polinomo daliy, todél splainus galime
laikyti funkcijomis, sudarytomis i polinomo daliy. Funkcijos, kurias dabar vadina splainais
matematikams Zinomos jau seniai, nuo Eilerio laiky, taciau jy intensyvus analizavimas bei tyrimas
prasidejo tik XX amziaus viduryje. 1946 metais Isaakas Schenbergas pirmasis panaudojo §j terming
kaip polinominiy splainy klasés apibrézima. Iki 1960 mety splainai buvo pagrindine teoriniy tyrimy
priemong, jie daznai buvo naudojami sprendzZiant jvairias ekstremalias bei variocines uzduotis.
Dabar splainai yra naudojami tiek matematikos teorijoje, tiek ir jvairiuose skaiCiavimy taikymuose.
Splainai turintys du kintamuosius yra intensyviai naudojami uzduoCiy, susijusiy su pavirSiumi,
atlikimui. Tai yra daroma naudojantis jvairiomis kompiuterinio modeliavimo sistemomis
(Wikipedia, 2010). Splainai kaip ir krigingas pagal savo charakteristikas yra skirstomi j kelias rasis.
RGSis yra nustatoma remiantis segmenty jungianciy virStnes savybémis. Segmentai gali bati jvairiy
tipy: tiesas arba iSlenkti, su aStriais kampais arba interpoliuoti, jie gali Kirsti virstnes arba bati Salia
jy. Priklausomai nuo segmenty tipo yra iSskiriamos splainy rasys: paprastasis (tiesinis), kubinis,
Akima, B — splainasir Bezier ir t.t.

Paprastasis splainas — toks, kuris yra sudarytas i$ pirmojo laipsnio polinomy. Interpoliacijos
tikslumas tiesiniais splainais néra aukstas, kadangi segmentai yra jungiami tiesiomis linijomis ir
prie virduniy susidaro astris kampai. Taip pat reikia paminéti, kad jie neuZztikrina net pirmyjy
iSvestiniy tolydumo. Taciau kai kuriais atvejais tiesiné aproksimacija su trikio taSkais gali bati
naudingesne, nei aukstesnes eilés aproksimacija. Vienas i$ privalumu yra tai, kad tiesinis splainas
iSsaugo perduoty j jj taSky monotoniSkuma.

1.1 pav. Astras kampai tiesinio splaino virstnése
Ermito splainas — tai kubinis splainas (treCios eilés), kurio iSvestiné jgyja reikSmes splaino

mazguose. Kiekviename Ermito splaino mazge yra uzduota ne tik funkcijos reikSme, bet ir
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pirmosios isvestinés reikdme. Sis splainas turi tolydZia pirmaja iSvestine, bet antroji i3vestiné jau
turi trokio tasky. Interpoliacijos tikslumas Zymiai geresnis nei tiesinio splaino.

Kubinis splainas — tai toks splainas, kuris yra gaunamas jei pirmoji ir antroji iSvestinés yra
tolydzios (ALGLIB, 2010). Jo segmentai jungiantis virSlnes yra kreivés, kurios gali turéti

nuokrypj,del Siy nuokrypiy splainas atrodo tolygus (1.2 pav.).

a) b)
1.2 pav. a) Kubinio splaino kreive., b) akima splaino kreivé

Kubinis splainas yra suformuojamas funkcijos reikSmémis mazguose ir iSvestiniy reikSmémis
interpoliacijos intervalo galuose (1.2 pav a)). Jeigu yra Zinoma tiksli pirmosios iSvestinés reikSmé
abigjuose intervalo galuose, tuomet toks splainas yra vadinamas fundamentaliuoju. Interpoliacijos
paklaida naudojant §j splaina yra lygi O(h*). Cia h yra vadinamas Zingsniu, kuo jis maZesnis tuo
tikslesni yra matavimai. Jeigu pirmosios (arba antrosios) iSvestinés reikSmés interpoliavimo
intervalo galuose yra nezinomos, tuomet galima uZzduoti kraStines sglygas S'(A)=0, S'(B)=0,
tuomet turésime natdrinj splaina. Interpoliacijos paklaida naudojant & splaing lygi  O(h?).
Maksimalios paklaidos yra pastebimos ribiniuose mazguose, vidiniuose mazguose interpoliacijos
tikslumas yra Zymiai didesnis. Jeigu yra nezinomos ribinés funkcijos iSvestiniy reikSmés tuomet
galima panaudoti dar vieng krastine salyga: ,,splainas, kuris baigiasi parabole“. Siuo atveju ribiné
splaino atkarpa yra iSreiSkiama antrojo laipsnio polinomu vietoj treCiojo (vidinems atkarpoms
naudojamas tre¢iojo laipsnio polinomas). Sios salygos iSpildymas daugeliu atveju garantuoja
didesnj tiksluma, nei krastinés sglygos. Pagaliau galima derinti jvairiy tipy krasStines sglygas
jvairiose ribose. Paprastai taip yra daroma tuomet, kai turime tik dalj informacijos apie funkcijos
elgesj ribiniuose taskuose. Taciau ir visy salygy iSpildymas duos maziau tikslius rezultatus nei
interpoliavimas Akima splainais.

Akimos splainas — tai ypatingas splaino tipas, kuris yra atsparus isskirtims. Kubiniy splainy
trakumas, kad jie linke osciliuotis® tasko, kuris Zymiai skiriasi nuo gretimy tasky, aplinkoje, o
Akima splainai neturi nuokrypiy ir interpoliuota kreivé eina tiksliai per virSines. Dél Sios
prieZasties ji yra tikslesné bei staigesné (1.2 pav. b)).

Svarbi Akimos splaino savybé yra jo lokalumas — funkcijos reikSmé intervale [X, Xi+1],
priklauso tik nuo fi», fi.1, fi, fis1, fis2, fies (ALGLIB, 2010). Antroji savybe, kuri taip pat néera

® osciliacija[lot. oscillatio — svyravimas], per lygius laiko tarpus pasikartojantis svyravimas, virpesys.
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maziau svarbi, yra interpoliacijos Akimos splainais netiesiSkumas t.y. dviejy funkcijy
interpoliacijos suma néra lygi interpoliaciniy schemy, sudaryty remiantis atskiromis funkcijomis,
sumai. Tam, kad sudaryti Akimos splaing reikia turéti ne maziau 5 taSky. Vidinéje srityje
interpoliacijos paklaida turi eile O(h?).

;S (x)

3 == CIriginal
| == CLIRIG
= Akima
2' -
1
D- m\ )
T =
7l
T T T T T T Y T
K| 0 1

1.3 pav. Akimair kubinio splaino grafinis palyginimas

Paveiksle (1.3) yra pavaizduotas tasky rinkinys, kuriame vienas taSkas stipriai skiriasi nuo
savo gretimy reikdmiy. Zalia spalva yra pazymétas kubinis splainas su krastinemis salygomis.
Nesunku pastebéti, jog interpoliacijos intervaluose, kurie ribojas su nuo kity nutolusiu tasku,
splainas nukrypsta nuo interpoliuojamos funkcijos — tai yra iSskirCiy pasekmé. Raudona spalva yra
pazymétas Akimos splainas. Galime pastebéti, kad §j splaing praktiSkai nejtakoja trendas.
Intervaluose, kurie ribojasi su nutolusiu tasku beveik néra osciliacijos (svyravimo) pozymiy. Siuo ir
pries tai apraSytais atvejais splainy segmentai batinai turi Kirsti mazgus (virstnes), taCiau sekanciu
atveju yrakitaip.

Interpoliuojant B — splainais kreivé eina ne per visas virsines, o tik linksta jy kryptimi. Kuo
virsune yra arciau kreives tuo didesne jtaka jai ji turi.

a) b)
1.4 pav. a) B — splainy kreivé, b) Bezier kreive
B - splainas yra sudarytas i§ keliy Bezier® segmenty su tam tikru testinumo laipsniu,

lokalizuojant kontroliniy taSky poveikj kreivei bei pridedant svorius. Savybes: visi taskai, esantys

® Bezier kreivés — kompiuterinéje grafikoje naudojamos glotnios parametrizuotos kreives. Bezier kreives nesunku nupiesti
turint tik keletg parametrizuojanciy taSky. Daugiamatéje erdvéje Bezier kreives pakeicia Bezier pavirsiai.
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tarp 1 ir n-tojo atraminiy tasky, yra interpoliuojami, kreives liestiné 1 atraminiame taSke yra ant
atkarpos, jungiancios 1 ir 2 atraminius taskus; kreivés liestiné n-tame atraminiame taske yra ant
atkarpos, jungiancios n ir n-1 atraminius taskus. Bezier kreive yra iSsidescCiusi iSkiliame plote,
ribojamame atraminiy tasky (VDU, 2009). Bezier kreives kreivumg galimg reguliuoti. KeiCiant
virsuniy ilgius, galima reguliuoti segmenty kreivuma, o pakeitus kryptj nustatyti kreivei liestine
tame taske t.y kreivumo kryptj (1.4 pav). Sio tipo kreivés naudojamos dél patogumo skaiiuoti
kompiuteriu, stabilumo slankaus kablelio klaidy atzvilgiu, mazy atminties sgnaudy, reikalingy
konstrukcijos saugojimui ir galimybés jgyti bet kokig forma. Bezier metodo pagrindg sudaro
aproksimacija’ Bersteino daugianariais®. Tagiau galima pasirinkti ir kitokius pagrindiniy funkcijy
rinkinius. Jei lyginsime Bernsteino daugianarius ir B — splainus, tai pastarigji turi tokius privalumus:

a) Aproksimacija B — splainais garantuoja tikslesnj lauztés artejimg prie analizuojamos
reikSmeés, nei aproksimacija Bernsteino daugianariais.

b) Kai yra aproksimuojama Bezier metodu, tuomet kiekvienai lauztés koordinatés reikSmei
turi jtaka visos Bezier kreives virsunes. Del Sios priezasties sunkiau koreguoti atskirus kreives
plotus. O aproksimacija B — splainais pasizymi lokaliSkumu, todel galima padaryti lokalius kreives
pakeitimus be visy reikSmiy perskaiciavimo.

c) Vienintelis Bezier bldas padidinti (sumazinti) kreivés eile yra virstniy skaiCiaus bei
atitinkamos Bezier lauztes padidinimas (sumazinimas). B — splainy metode Sie du parametrai yra

nepriklausomi, todel gali bati iSrenkamas bet kuris.

Eilés Nr.

= Rk R 1 e - R
1.5 pav. B — splainai turintys skirtingg eile
Paveikslelyje (1.5) pavaizduotos, kai kuriy eiliy B — splaino kreivés. IS paveikslelio galime
pastebeti, kad augant eilei, B — splaino kreives darosi tiesesnés ir jy forma vis labiau skirias nuo

aproksimuojamos lauZztes.

! Aproksimacija- tai radimo procesas tokios kreivés, kuri geriausiai atspindéty turimy duomeny kitimo pobudj.
® Bernsteino daugianariai — tai algebriniai daugianariai, sudarantys tiesine Bersteino daugianariy kombinacija.
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Multivariate Adaptive Regression Splines (angl. MAR Splines) — daugialypiai adaptyvas
regresinia splainai (2001; Multivariate Adaptive Regression Splines, Annals of Statistics, 19, 1-
141). Sie splainai paskutiniu metu labai daZnai naudojami sudarant sudétingus prognozavimo
modelius, kai nera pastebéta paprasty ar monotonisky sarysiy tarp nepriklausomy ir priklausomy
kintamyjy. Dél Siuo metodu parenkamy nepriklausomy kintamyjy specifiSkumo MAR - splaina
tinkami kai patogu naudoti regresijos medzius. IS tikryjy, vietoj to, kad laikyti §j budg apibendrintu
daugialypés regresijos metodu MAR - splainai gali bati nagrinejami kaip regresijos medziy
apibendrinimas, kuriuose binarinis pasiskirstymas pakeistas tolydZiomis bazinémis (pradinémis)
funkcijomis. Daugiadypiai adaptyvas splaina (MAR - splainai) tai yra Friedmano metody
apibendrinimas skirtas regresiniy ir klasifikacijos uzdaviniy sprendimui. Regresijos uzdaviniai yra
sudaryti rysiy tarp daugelio priklausomy kintamyjy (dar vadinamy atsako), vieno ar keletos
nepriklausomy kintamyjy (jvesties kintamyjy arba prediktoriy) nustatymui. Priklausomas
Kintamasis — kintamasis, kurio reikSme mes norime nuspeti naudojant nepriklausomo kintamojo
reikSme. Tokie splainai, kuriuose reikia nuspeti priklausomy kintamyjy reikSmes turint
nepriklausomus kintamuosius yra skirti kategoriniy bei tolydziy kintamyjy apdorojimui
nepriklausomai nuo to ar jie yra priklausomi kintamigji ar nepriklausomi. Jeigu tai yra kategoriniai
Kintamigji, tuomet MAP — splainai sprendzia Klasifikavimo uZdavinj. PrieSingu atveju, jeigu
priklausomi kintamieji yra tolydas tuomet uzdavinys yra sprendziamas kaip regresinis. Dazniausiai
programose naudojant MAP — splainus uzdavinio tipas yra parenkamas automatiskai.

Dar vienas daznai naudojamas deterministinis metodas — atvirksCiai proporcingo atstumo
(angl. inverse distance weighted (IDW)). Cia duomeny reik$més nustatomos kaip vidutinis svertinis
dydis pagal zinomas reikSmes, kaip svertg naudojant atstuma tarp tasky. IDW metodo panaudojimo
batina sglyga yra, kad interpoliuojamy polinomy reikSmiy intervalas negali skirtis nuo minimalios

ar maksimalios Zinomy reikSmiy.

1.6 pav. IDW metodo panaudojimo kriterijus

Taip pat IDW apskaiCiuoja gardeliy reikSmes, naudodamas tiesine tasky svoriy kombinacija.

Si technika jvertina reikdme nezinomame taske, artimesniems taskams priskirdama didesnj svorj.
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Taip sukuriamas atvirkstinis rySys tarp svorio ir atstumo. Pagrindinés IDW metodo savybes:
metodas gali suteikti gerg preliminary interpoliuojamo pavirSiaus aprasg; duomenims nera
reikalingos prielaidos ir nera prognozavimo paklaidy jvertinimo; IDW veikia geriausiai tuomet, kai

atrankos taskai yra tankds bei tolygiai iSdéstyti.

1.4 Krigingas ir splainy charakteristiky palyginimas

Erdvinis prognozavimas naudojant negausius meéginius yra ypatingai svarbus daugelyje
mokslo sri¢iy. Siame poskyryje lyginami du placiai naudojami metodai — splainy ir krigingo
metodai, — taikyti keliems realiy duomeny rinkiniams.

Krigingo metodas iS pradziy buvo vertinimas palankiai, véliau atsirado vis daugiau
mokslininky pareiSkianCiy savo kritika: nuo Svelnaus skeptisko jvertinimo iki visisko neigimo
(Akima, 1975; Philip, 1986; Sibson, 1981; Sichel, 1966; Whitten, 1966). Svarbiausi prieStaravimai
krigingo metodui remési tuo, kad Sis metodas grindZiamas atsitiktiniais procesais bel stacionarumo
naudojimu (Deutsch and Journel, 1992, p. 67). Yakowitz ir Szidarovsky (1985) pristaté modelius,
kuriuose neparametrinés regresijos badu prognozuojama beveik taip pat, kaip ir taikant kriginga
koreliuojantiems duomenims, ir geriau nei pirmuoju atveju. Buvo padaryta iSvada, kad
neparametriné regresija yra patikimesné. Hutchinson ir Gessler (1994) teigé, kad ir splainai, ir
krigingas leidzia padalyti stebejimus j signalg ir triukSma, ir atskleide glaudy rysj tarp erdvinio
koherentinio (sinchronisko) signalo, modeliuojamo splainais, ir erdvinio koreliuotojo krigingo
signalo. Jie pateiké nuorodas j kelis duomeny rinkinius, kuriems splainy ir krigingo metodais gauta
prognoze buvo beveik tokia pat gera. Azari ir Muller (1992) taike savo paciy sudarytg pavirsiaus
iISlyginimo funkcijg dviem duomeny rinkiniams ir jrodinejo, kad ji bazinj modelj atskleidzia geriau
negu krigingas. Wahba (1990) teigé, kad itin koreliuotg triukSmg gali bati sunku atskirti nuo
signalo. Autoriai teige, jog vienas iS esminiy krigingo metodo trikumas tai, kad metodai, grjsti
pastoviais atsitiktiniais procesais, negali bati tinkamai pritaikyti kai kuriy tipy erdvinéms
struktiroms. PlaCiau apie splaino bei krigingo skirtumus, naudojant eksperimentinius duomenis,
buvo aptarta Geoffrey straipsnyje.

Straipsnyje (Geoffrey, 1994) pristatomas sisteminis splainy ir krigingo metody, taikyty
realiems duomenims, palyginimas, siekiant nustatyti aplinkybes, kurioms esant, krigingas yra
geresnis prognozavimo metodas, ir paaiskinti, kodel. Siekiant paprastumo, buvo naudojami
vienmaciy erdviniy duomeny rinkiniai. Vienas kontroliniy duomeny rinkinys, sudarytas is
praktiSkai nekoreliuojanCiy stebéjimy. Visi kiti duomeny rinkiniai yra to paties tipo, kuriam
geostatistikas gali naudoti modelj, sudarytg i$ stacionaraus atsitiktinio proceso su vyraujanciomis

teigiamomis nedidelio intervalo autokoreliacijomis (erdvinis klasikines koreliacijos atitikmuo).
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Jeigu Siomis aplinkybémis krigingo metodas negali veikti geriau negu splainy, tuomet jj galima
atmesti. Sie du metodai buvo palyginti istrynus duomenis, o tada juos prognozuojant. Nustatyta, kad
kai kuriais atvejais krigingo metodas buvo kur kas tinkamesnis negu splainy. Jvairios duomeny
paSalinimo konfiguracijos atskleidé, kad duomeny charakteristikos ir im¢iy emimo tvarka lemia,
kokiais atvejais krigingas yra pranaSesnis uz splainy metoda: jeigu imties tvarka yra ,,tinkama“, tada
ir krigingo, ir splainy metodai yra pakankamai tinkami prognozuoti net ir tokius duomenimis, kuriy
koreliacijos koeficientas parodo stipry rysj tarp duomeny.

IS Geoffrey straipsnio (Geoffrey, 1994), kur yra atliekamas splaino ir krigingo empirinis
charakteristiky palyginimas kyla du praktiniai pastebéjimai. Pirmasis duomeny rinkiniams, kurie
(pritaikius jvarius diagnozavimo metodus — Bajesg ir t.t) buvo sudaryti pastovaus atsitiktinio
proceso budu su autokovariacija ir monotoniSkai mazéja iki 0 didéjant atsilikimui. Antrasis
pastebejimas, jog krigingas, kaip prognozavimo metodas, gali bati pranaSesnis uz aproksimacijg
splainais pagal vieno arba dviejy veiksniy vidutine kvadrating prognozés paklaida, jeigu: a)
duomeny isdestymas yra reguliarus kvadratinis, autokoreliacijos funkcija pradzioje yra palyginus
nedaug pertraukiama, o autokoreliacija tarp gretimy duomeny reikSmiy yra teigiama ir silpna arba
b) duomenys iSdéstyti netaisyklingai, greta esanCiy duomeny autokoreliacija auksta, o prognoze

reikia atlikti tarp gerai iSskirty duomeny viety (pvz. viety, kuriy autokoreliacija artima 0).
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I1. STOCHASTINIY BEI DETERMINISTINIY METODY PANAUDOJIMO
MATEMATINE INTERPRETACIJA

2.1 Splainy funkcijos bei jy panaudojimas

Siame skirsnyje bus pateikti pagrindiniai splainy teorijos teiginiai, kurie yra reikalingi
splaininiy aproksimacijy tyrimui. Tai yra funkcijos glodinimo uzdaviniai, kuriuose aproksimacija
figlruoja kaip tarpinis tyrimo etapas (skaitinis diferencijavimas ir integravimas).

Tipinis glodinimo uzdavinys yra interpoliacija. Interpoliuojant pagal uzduotg skaiCiy lentele
(x,f(x)), 1=0,..N, su tam tikra paklaida, atkarpoje [a,b] atstatoma funkcija f(x) (Ksacos
B.1., MwupawHnyenko B.J1., 1990). Klasikinis sprendimo metodas sudaromas iS Lagrandzo
interpoliacinio daugianario, kuris uzduodamas lygtimi:

—(X_":’:)\(;;()g), X.i=1...N,xT [ab] WN(X)Zé(X- x). (2.1)

Nors pagal Vejerstraso teorema, bet kokia netolydi funkcija f(x) atkarpoje [a,b] gali bati

L09=4 f(x)

kaip jmanoma priartinta prie daugianario, praktinis LagrandZo daugianario panaudojimas yra
ribojamas. Pirmiausia, panaudojant tokj operatoriy, turi bati jsitikinta, kad panaudojus pakankama
kiekj interpoliacijos mazgy buty gautas geras interpoliuojamos funkcijos artinys. TaCiau, kaip
parodo eile paprasty pavyzdziy, tai dazniausiai garantuoti negalima. Toliau bus pateikti keli i$ Siy
pavyzdziy.

S. H. Bernsteinas (1916 m.) nustaté, jog interpoliaciniy LagrandZzo daugianariy eiliSkumas
{Ly(¥)}, sudarytas netolydziai funkcijai f(x)=|x atkarpoje [-1,1] su vienodai nutolusiais
mazgais’ (X =-1x, =1), augant N nearteja prie funkcijos f(x). Dar vienas jdomus pavyzdys
susideda iS to, kad nurodytas interpoliacinis procesas néra tolydus, ir turi trakj taske [-1,1] nors yra
turima vieng karta tolydziai diferencijuojama funkcija f(x) = (1+25x%)"'. Abiejuose idvardintuose
atvejuose galioja ribos formulé: limmax|f (X)- Ly (X)| =¥.

Kartais Siuos sunkumus pavyksta jveikti specialiy interpoliacijos mazgy parinkimu arba
pereinant prie tam tikry apibendrinty daugianariy. TacCiau tokiu atveju yra apsunkinami skaiCiavimai
ir augant laipsniui greitai kaupiamos apvalinimo klaidos. Dél iSvardinty priezasCiy praktikoje tam,
kad pakankamai gerai priartinti funkcijg, vietoje aukstos eiles interpoliacinio daugianario yra
naudojama interpoliacija netolydziais daugianariais.

Vienas iS tokiy pavyzdziy yra netolydi tiesine interpoliacija. Bendru atveju atkarpa [a,b] su

taskais a=x, <x, <...<X, =b yra padalinama j tam tikrg skaiCiy daliy, kuriuose ir sudaromi nauji

® Mazgas yra tolydziai deformuoto apskritimo atvaizdavimas trimatéje Euklidinéje erdvéje - R®
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interpoliacijos daugianariai. Tokiu bldu gauti daugianariai (dazniausiai to paties laipsnio) duoda
funkcijos f(x) interpoliacijg visoje [a,b] atkarpoje, kuri bendru atveju negarantuoja tolydaus
peréjimo nuo vienos dalies prie kitos ir gali bati netolydi, jeigu taskai x,,i=1,..,n-1 nera
jtraukiami j interpoliacijos mazgy sgrasg. Tokio tipo interpoliacija naudojama, jeigu reikalaujama
atstatyti funkcijg su tam tikru tolydumo laipsniu. Bendru atveju, jvairios lentelés yra sudaromos su
tokiu Zingsniu, kad tarpines funkcijos reikSmes (su tam tikru tikslumu) galima baty iSreiksti tiesine
arba kvadratine interpoliacija. Tam, kad tolydziai atstatyti lentele uzduotg funkcijg reikia padidinti
ja sudarancio daugianario laipsnj, o likusius laisvuosius kintamuosius nustatyti remiantis sglyga,
kad daugianariy susijungimas yra tolydus. Tokiu bddu gaunamos netolydzios daugianares
(polinominés) funkcijos su vientisa struktlra (sudaryta i$ daugianariy turinCiy ta patj laipsnj), kurios
vadinamos splaino funkcijomis arba tiesiog slainais. Pats paprasciausias ir istoriSkai pats seniausias
splaino pavyzdys — lauzte.

Jeigu paimsime lankscig liniuote, vieng jos galg uzfiksuosime pradiniame taske (X, f(x,)), 0
kitas dalis pritvirtinsime ant duoty tasky, tuomet pagal Bernullio — Eilerio taisykle iSlenktos
liniuotés aSies diferencialine lygtis turi pavidala:

EIS&X) =- M (x), (2.2)

Cia S®x) - antroji jlinkio iSvestiné;

M (x) - iSlinkimo momentas, kuris keiCiasi tiesiSkai nuo vieno atramos tasko prie kito;
El - kietumas.

Apskaiciavus lygties integralg gaunama funkcija S(x), kuri apraSo liniuotés profilj. Tai
kubinis daugianaris tarp dviejy kaimyniniy atramos tasky ir du kartus tolydziai diferencijuojama
funkcija visoje integruojamoje dalyje. Batina Sio uzdavinio sglyga yra tai, jog turi bati uzduotos
krastinés salygos S&x,) = Stx,) =0.

Funkcija S(x) yra tolydaus splaino pavyzdys. Ji yra priskiriama prie kubiniy splainy, kurie
pasizymi daugeliu unikaliy savybiy, garantuojanciy priglodinimo sekme.

Skirtingai nei LagrandZo interpoliaciniuose daugianariuose, kubiniy interpoliaciniy splainy
eiga tolydZiame tinkle (sudarytame iS mazgy) priveda prie interpoliuojamos tolydzZios funkcijos, o
kai yra gerinamos diferencialinés funkcijos savybes tuomet priglodinimo tikslumas auga. Tokiu
atveju kubinis splainas funkcijai f(x) = (1+25x%)" (i3 Rungés pavyzdzio) tinkle, kuriame yra
N =6 mazgy duoda tos pacCios eilés paklaida, kaip ir daugianaris L (x), taCiau kai N =21, ji

pasidaro itin maza ir nelabai reikSminga.
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Kubiniy splainy sudarymo algoritmai yra gana paprasti ir efektyviai realizuojami
kompiuteriniy technologijy pagalba, o apvalinimo klaidy jtaka pasidaro nereikSminga (O‘Neill C.,
2002).

Be to, kubiniai splainai pasizymi jdomiomis savybemis, kurios susijusios su faktoriumi, kad

kreives profilis, kuris eina per uzduotus taSkus su krastinemis salygomis S&x,) = f&x,) ir
Skx,) = f&x,) aba Skx,)=S%x,)=0, tampa tokios formos, kur potenciali energija yra

minimali. Tiesiniame priglodinime tai yra iSreiSkiama tokiu badu:
b b
JSExX)1°dx £ ¢j f €x)]*dx, (2.3)

Lygybé galioja tik tuo atveju, kai f (x) = S(X) .

Funkcijos interpoliacijos splainais ir optimalios tiesiniy funkcijy aproksimacijos, kur tikslUs
sprendiniai yra splaino funkcijos tyrimai sglygojo dviejy splainy teorijos krypCiy atsiradima:
algebrines ir variacines.

Pirmuoju atveju splainai yra suprantami kaip tolydZios i$ daugianario daliy sudarytos
funkcijos, turinCios vientisg struktdra. Prie tokiy funkcijy yra priskiriami L — splainai, kurie
gaunami radus tiesinés diferencialinés lygties LS(x) =0 sprendinj. Cia kubiniy splainy atveju
L=d*/dx*, oS(x)=f(x). Aproksimacijos uzdavinio sprendimas bei aproksimaciniy splaino
sgvybiy analizavimas susiveda j algebriniy sistemy tiesiniy funkcijy analizavima.

Antruoju atveju, variacineje teorijoje, splainai yra suvokiami kaip Gilberto erdviy elementai,
kurie minimizuojatam tikrus funkcionalus, o taip pat yra analizuojamos sprendiniy savybeés.

Splainy nagringjima bei jau minéty naujy krypCiy atsiradimg labiausiai jtakojo dvi esmines
priezastys:

1) geras splainy sutapatinimas su aproksimuojamais objektais;

2) paprastas splainy algoritmy sudarymas, naudojant informacines technologijas.

Sios dvi savybés galioja vienmagiams splainams. Dvimaciu atveju apsiribojama funkcijomis
su lasteline struktlra. Tai tokios funkcijos, kuriy erdve yra padalinama j Iasteles (vienmaciu atveju
tai staCiakampis, trikampis, o daugiamaciu — gretasieniai, piramides). Kiekvienoje Igsteléje funkcija
tam tikra prasme nustatoma vienodais metodais su tolydumo sglyga ties lagsteliy ribomis. Ka yra
interpoliuojama funkcija turinti daug kintamuyjy, splainams, skirtingai nei daugianariams, neiskyla
dideliy sunkumy su egzistavimo ir vienaties sprendiniu.

Erdvéms, kurios yra padalintos j gretasienius, daugiamaciy splainy plétros tendencija remiasi
vienmaciy splainy plétinio tyrimu, kas garantuoja atitikamumo sgvybiy iSsaugojimg ir

algoritmiSkuma, o daugelyje uzdaviniy ir ekstremalias savybes.
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Taigi splainy funkcijos (kaip funkcijos priartinimo aparato) panaudojimas skaitineje analizeje
parodo, kad visais Zzinomais atvejais gali bati pasiekti geri palyginimo, su klasikiniu daugianario
aparatu, rezultatal. Vienuose uzdaviniuose perejimas prie splainy salygoja rezultaty tiksluma, kitais
atvejais sumazéja skaitiniy metody, o treCiu atveju yra pasiekiami abu efektai kartu. Splainy
pritaikymo teorijoje pasiseké iSspresti tokius uzdavinius, kuriuos Kitais metodais iSspresti buvo
tiesiog nejmanoma. Toliau trumpai aptarsime Siuos uzdavinius.

Yra zinoma geometrinés informacijos suvokimo ir saugojimo problema jvairiose srityse:
technika, architektdra, kartografija ar pan. TradiciSkai daugiau ar mazZiau sudétingose situacijose Sis
uzdavinys yra sprendziamas objekto pavaizdavimo bidu arba procesu plokstumoje, grafiko ar
brézinio pavidalu. Kadangi pavaizdavimo mastelis yra ribojamas, Sis metodas i$ principo negali
garantuoti reltkiamo tikslumo visais atveais. Tais atvejais yra naudojami splainai. Jie leidzia
iSsaugoti geometring informacija skaitinéje formoje su bet kokiu tikslumu. Kai naudojant tam tikrus
programos paketus yra apdorojama informacija, splainy panaudojimas leidZzia metodologiniu
pagrindu iSplétoti matemating mechaninés grafikos programine jrangg (pvz. grafy sudarymo
metodai). Taigi splaino nauda yra minimas ir jrodomas daugelyje Saltiniy, todel jis yra labai placiai
naudojamas ir Siais laikais. (CteukmH C.B., Cy660TvH HO.H., CnnaiHbl B BblYEC/INTENbHOA
matematuke. Hayka.: 1980), (Sankar V.P.Ferrari L.A., 1998), (O‘Neill. C., 2002), (Stanford
Exploation Project., 2000)

YpaC placiai splainai naudojami technikoje. Jis skirtas detaliy pavirSiaus matematiniam
modeliavimui bei sudétingos agregaty formos, tokios kaip laivy korpusas, lengvyjy automobiliy
kébulo sudarymui. Tokie matematiniai modeliai tapo batini sudarant produkty projektavimo
automatizacijos sistemas (remiantis informacinemis technologijomis) bei technologiniam
pasiruoSimui jy gamybai, jskaitant programy sudaryma prietaisams su skaitmeniniu programiniu

valdymu. Tad spainy panaudojimas visuose srityse vis auga.

2.2 Splainy erdve

Siame skirsnyje bus apZvelgtos pagrindinés splainy teorijos savybés, kurios reikalingos tiriant
splainy aproksimacijg. Pateiktos funkcijos priglodinimo uzdaviniuose, kurie priskiriami
tiesininiams rinkiniams, aproksimuojamoji funkcija dazniausiai yra randama tarp Sio rinkinio
baigtinés erdves elementy. Funkcijos tiesiniuose rinkiniuose tokia erdvé yra daugianariy erdve,
kurios eile nera auksStesne nei uzduotoji. Toliau bus parodyta, kad uzduoto laipsnio bei glodumo
splaina su fiksuotais mazgais taip pat pasizymi baigtines erdvés savybe (Ksacos b.U.,
MwupatiHuyeHko B.J1., 1980).
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Tegu atkarpoje [a,b] yra uZduoti taskai D:a=x,<x <..<X, =b, kuriuose funkcija yra
netolydi. SkaiCius k3 0, tenkinantis salyga C* =C¥[a,b], bus laikomas daugianariu, kuris yra
vieng kartg tolydZiai diferencijuojamas funkcijos atkarpoje [a,b], o per C '[a,b] daliy sudaryty
tolydziy funkcijy daugianarj su pirmosios eiles trakio taskais.

Apibrézimas. Funkcija S, (x) yravadinaman laipsnio bel defekto u splainu (u - sveikasis
skaiCius, O£u £ n+1) sumazgaistinkle D, jeigu

a) Kiekvienoje atkarpoje [x,x,] funkcija S  (x) yra n laipsnio daugianaris. Kuris

uzduodamas tokiu pavidalu:
S.w(®=aa (x- x)* kai xI [x,x,],i=0.,N-1 (24

b) Sm(x)T C""[a,b].
Splaino apibrezimas galioja ir visoje aSyje, jeigu a=-¥,b=+¥ . Kiekvienoje atkarpoje

[X,%.,] splainui, galioja ne tik formulé (2.4), bet ir :
S, ()= bl (x- x,,)%,i=0,..,N- 1. (2.5)

Si formulé (2.5) yra naudojama pusadyje (- ¥,x,], o pusadyje [x,.,,¥) naudojama tik formulé
(2.4).

Taigi, splainas S, (x) turi tolydzias n-u eiles iSvestines. Splaino iSvestines, kuriy eilé yra
aukstesne, turi trukius taskuose x,i=1..,N-1. Kad funkcija bty apibrezta, reikia uzduoti
atitinkama salyga, kad S{)(x),r >n- u néra traki i$ desines.

SO(x)=S(%+0), r=n-u+L..,nm i=1.,N-1 (2.6)

Splainus, kurie tenkina §j apibrézimg Zymesime S, (D). Yra aiSku, kad Siam daugianariui
priskiriami ir n laipsnio splainai su defektu u, <u, jeigu n -u, 3 n-u ir daugianariai yra ne
aukstesnes eilés negu n. Kadangi atliekant paprastg elementy is S, , (D) sumavimo operacijg arba

dauginant juos is tikriniy skaiCiy yra tenkinamos, auksCiau minétos sglygos, todél tai vadinama
tiesiniu daugianariu arbatiesine erdve.
PaprascCiausias splaino pavyzdys yra vienmaté Hevisaido (dar vadinama jjungimo funkcija ir
yra naudojama signaly teorijoje) funkcija:
ix", kai x3 0,

Q(X):}o . kai x<0, 27)

Su Sia funkcija yra susijusi laiptuota funkcija
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0 1x", kai x3 0,
X! =X"Q(X) = _
QX }0 , kal x<0.

(2.8)
Funkcijos Q(x) ir x! yrasplainai, atitinkamai nulinio ir n laipsnio su defektu 1 ir vieninteliu
mazgu nuliniame taske. Tam, kad apraSyti splainus reikia nors trumpai aptarti su jais susijusias

laiptuotas funkcijas (x- x)2°, kurios taip pat susijusios su taskais tinkle D. Kai n-u+1£a¢En

jos priklauso daugianariui S, , (D)
2.3 Pirmos eilés splaino sgvybes

ISanalizavus ir issiaiSkinus kas yra splainy erdve galima iSanalizuoti pagrindines splainy
savybes. Pats paprasCiausias splaino variantas tai pirmos eilés splainas (KBacoB b.U.,

MupawHuyeHko B.J1., 1980). Tai splaino tipas, kurio paprastume slypi specifinés splainy savybes.

SO = f 2 T 29)
SO =1, +%<fm- f). (2.10)

Kartais, norint iSskirti interpoliuojama funkcija vietoj S(x) yra Zzymima S(f,x). Tam, kad
splainas baty iSsaugotas reikia tureti 2(N +1) taSky. SkaiCiavimus patogiausia atlikti tokia seka:
pirma randamas u =(f, - f)/h, veliau S(x) = f +(x- x)u . Tuomet, kad iSskaiCiuoti splaing
viename taSke reikes atlikti SeSias aritmetines operacijas. Jeigu reikia rasti reikSmes tos pacios
atkarpos [x,x,,] Kituose taskuose, tuomet reikes papildomai atlikti tik po tris operacijas

kiekvienam taskui.

Jeigu f, reikSmes yra uzduotos su paklaidomis, kurios yra mazesnés uz e, tuomet reikSmes
S (x) yrarandamos su tokiu paciu tikslumu, o iSvestinés S&x) reikSmés yra randamos su tikslumu

2e [ h . Sudétingesnis ir netiesinis yra Ermito splainas.

2.4 Ermito splainas

Ermito splainas yra kubinis, todél tarkime, kad tinklo mazguose D:a=x,<x <..<X, =b
yra uzduotos tam tikros funkcijos  f(x) ir jos iSvestines f&x) reikSmés:
f.=f(x), f¢=f€x),i =01..,N.

Kubiniu interpoliaciniu splainu su defektu 2 (ermito kubiniu splainu) vadinsime funkcijg

S,,(f;x)° S,,(x), kuri tenkina sglygas:
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1) Kiekvienameintervale [x,X,,] turi galioti:

$,2(¥) =8 +a,(X- ) +a,(X- X)* +a,(x- x)’

2 S,(x)=f,S%(x)="f%i=0L..N.

Akivaizdu, kad %’Z(X)T C'[a,b]. Antroji kubinio Ermito splaino idvestiné turi trakius tinklo

mazguose D. Remiantis interpoliacijos salygomis, tam kad rasti koeficientus a,,a =0,1,2,3 su

skirtingaisi yra naudojama lygcCiy sistema:

1S,(x)=f
|
T S&(Xﬂ) = fi+1
i . 2.11
: SHx) = f;¢ ( )
TS\Q(XH) = flg'l
ISspendus Sig sistemg gauname:
S;(¥) = () fi +) (1) fi +] 5(0) i +) 4(0) fih, (2.12)
kur
J.(0) =@Q- t)A+21), | (1) =t°(3- 2), j5(t) =t(1- 1), (2.13)

j.0=-t°0-1,  h=x,-X%, t=(x- x)/h.
Formule (2.12) yra patogi teoriniams tyringjimams. Praktiniams splaino radimo taske
xI [x,x,,] tyrimams, atsizvelgiant j atlieckamy operacijy kiekj, patogiau naudoti sekanCias

formules:

(= A2 - X))y (k- XA x ) (s X A2l - X))y
5,()= = o = + & s

+ (Xi+1 - X)Z X(X' Xi)xmi+1
h? ’

(2.14)
m = (Vis - Via)
' 2h
o = BYotay- )
' 2h ’
— (3yN B 4yN—1 B YN-z)
2h

My

Tam, kad rasti splaing viename taSke pakanka atlikti 16 aritmetiniy operacijy, i$ jy 6 ,,ilgas*.
Nesunku pastebéti, kad splaino radimo algoritmas yra pastovus jvedamy duomeny paklaidy
atzvilgiu. Taiau kai yra randamos Ermito splaino iSvestines S{”(x),r =1,2,3 dél duomeny
paklaidy negalima naudoti per daug tankius tinklus. Optimalus tinklo zingsnio dydis splaino
iSvestinés radimui gali bati nustatytas po to kai yra jvertintos interpoliacijos paklaidos tokiu pat

badu kaip ir pirmos eilés splaino atveju. Taigi Sio kubinio splaino interpoliacija remiasi i$ daliy
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sudarytais daugianariais ir jy analize. Tai yra patogus budas ne tik sprendZiant teorinius uzdavinius,
taCiau ir naudojant skaitinius metodus. Taciau daugeliu atveju efektyvesnis metodas yra kubiniy
splainy panaudojimas remiantis B — splainais.

2.5B - splainas

B — splainai yra taip pat kubiniai ir laikomi labai efektyviais. YpaC daznai jie naudojami tuo
aveju, kai interpoliacija reikalauja minimalios kompiuterio atminties. Siame skirsnyje apzvelgsime
vieng i$ Siy splainy sudarymo bady bet galimos ir kitos interpretacijos (Sankar V.P., Ferrary L.A.,
1998), (Stanford Exploration Project., 2000).

Papildykime tinklg Dia=x,<x<..<X,=b mazgais
X3 <X, <X, <D< Xy, < Xyup < Xyup < Xyag- Si€ Mazgai beveik nepriklausomi, tik periodiniu
atveju turi bati iSpildyta salyga hy,. =h.

Dabar bus galima sudaryti kubinj B — splaing intervale (x_,,X,,). Jeigu B — splainas yra
nelyginio laipsnio, tuomet numeracija atliekama pagal vidurinjjj mazga. leSkomas B — splainas bus
zymimas B(x), bel y, =B/(x,), M, = B&x).

Kaip ir bet kokiam kubiniam splainui, visiems B.(x) galiojalygtis:

6 ‘i@pﬂ_ yp ) yp_ yplg

M, ,+2M +c M, = hp.l"‘hpg . h. (2.15)
kur p=i-1i,i+1. K adangi B(x)° 0, Kai X (X, %.,), tai
B (x_,) =B"(x,,) =0, r =0, 1, 2. Sias sglygas galima pateikti tokiu badu:

Y,=Y¥.,=0 M, ,=M,,=0,
(2.16)

1 1
Vi1 :EhZ-ZMi-l’ Yia :EhzﬂMHl'
Rasti parametrai eliminuojami is lygties (2.15), tuomet gaunama :
: (h.. +h.)(h, +2h )M +hE M, =6y,
i (h.,+h )M, +(h; +h)M; +(h +h, )M, =0, (2.17)
THM, +(h +h,)(20 +h )M, =6y,

Tokiu badu gaunama trijy lygciy sistema keturiy parametry (y;,M, ;,M,,M,,,) radimui. Viena

IS parametry galima naudoti savo nuozitra. Tarkime

_ha(h, +h)@0 +h) +h (R +h.)(, +2.) 218
(. + M0 + g+ (R +h +h)

Tuomet iS lygCiy sistemos (2.17) yra randami:

Y
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M, =6(h.,+h.)"(h.,+h,+h)",
M; =-6(h +1) (., +h,+h) 7 +(h +Rh +h,) 7, (2.19)
Ivlill = G(h +h+1)_l(h-1+h +h+1)_1'
Formules (2.16), (2.18), (2.19) pilnai apibadina B (x) splaing atkarpoje [x ,,%.,]. Lenteleje 1
pateiktos Sio splaino reikSmes mazguose x,, p=i- 2,...,i +2.

2.1 lentele. Kubinio B - splaino reikSmes pateiktuose taskuose

X B (%) B (%) B (%)
X, 0 0 0
X1 h., 3h., 6
(X - )ﬁ-z)()ﬁﬂ' )ﬂz) ()ﬂ - )g-z)(XHl- )(IZ) ()ﬂ - )g-z)(XHl- )(IZ)
g 2
X 1- 1 ge ™ . 3 (;ae h . ) 6 ge 1,
()§+1' )g—l)e)ﬁﬂ- X2 ()§+1' )ﬂl) eXa~ X.2 ()§+1' >§-1)e>§+1' X2
+ hzl 9 + —h'l 9 +—1 9
Xi2- X1 0 X2 X1 0 Xi2- X1 0
)§+1 I’12+1 _ 3I’\+1 6
()ﬁ+2' Xi)()§+2' )§-1) ()§+2' )ﬂ)(xnz' )§-1) ()§+2' )Q)()ﬁ+2' )ﬁ-l)
X2 0 0 0

Nesunku parodyti, kad parametro y. pasirinkimas, remiantis formule (2.18) uztikrina B —
splaino normaluma. IS tikryjy, du kubiniai B — splainai su vienu ir tuo paciu (X_,,%.,,) gai skirtis
tik pastoviais dauginamaisiais. Tam kad jie sutapty, pakanka sglygos, kad jie jgauty tas pacias
reikSmes viename intervalo (X_,,x,,) taske. Sis metodas yra taip pat naudojamas kalvy, sléniy,

dugno pavirSiams modeliuoti. TaCiau kaip yra Zinoma daZnai sgrySis tarp priklausomy ir
nepriklausomy kintamyjy yra nezinomas, o nepriklausomyjy kintamyjy gali bati ne vienas, tokiu

atvglu yra naudojami MAR splainai.

2.6 Daugialypiai regresiniai splainai

MAR (angl. multivariate regression splines) — splainai tai neparametrine procedira, kurios
metu nenaudojamos jokios prielaidos apie funkcionalinius sarySius tarp priklausomy ir
nepriklausomy kintamyjy. Naudojant MAR splainus, remiantis pradiniais duomenimis, yra

nustatomos koeficienty ir baziniy funkcijy parinkimo priklausomybes. Erdve yra dalinama j dalis,
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turinCias regresijos ir klasifikacijos lygtis. Sis faktas MAR — splainy panaudojimag daro ypa¢
efektyviu uzdaviniams, kuriuose yra dirbama daugiau nei su dvejais nepriklausomais kintamaisiais.
Taip pat MAR - splainy metodas gali badti labai plaCiai panaudojamas duomeny gavimo srityje
todél, kad jis nesiremia prielaidomis apie uZdavinio tipag ir nepateikia jokiy apribojimy
priklausomybiy klasei (pavyzdZiui tiesiniy ar logistiniy) tarp priklausomy ir nepriklausomy
kintamyjy. Tokiu buadu Sis metodas leidzia gauti ypac tikslius modelius net ir tokiais atvejais, kai
rySiai tarp priklausomy ir nepriklausomy kintamyjy yra nemonotonisko charakterio ir sudetinga
panaudoti parametrinius modelius.

Kaip jau buvo minéta regresijos uZzdaviniai yra sudaryti rySiy tarp priklausomy ir
nepriklausomy kintamyjy nustatymui. Vienas iS regresijos uzdavinio pavyzdziy gali bati pateiktas
tiriant autojvykius. Paimkime autojvykius, kurie priklauso nuo dviejy aspekty: vairavimas isgerus
arba blogos oro salygos. Tuomet turésime: e=a +0,5f +2g. Cia e — autojvykiy skai¢ius, a tam
tikra konstanta, f — blogos oro sglygos, g — vairavimas iSgérus. Autojvykiy skaiCius yra
priklausomas kintamasis, kurio reikSmé priklauso nuo f ir g (blogo oro, vairavimo iSgerus)
kintamyjy reikSmiy. Pastebésime, kad nepriklausomi kintamieji yra imami su tam tikrais
dauginamaisiais 0,5 ir 2 atitinkamai. Sie kintamieji yra vadinami regresiniais koeficientais. Kuo
didesnis regresinio kintamojo modulis, tuo labiau nepriklausomas kintamasis jtakoja priklausoma.
Tarkime, kad Siame paprastame, iSgalvotame pavyzdyje kintamyjy reikSmes buvo normuotos ir
privestos prie reikSmiy su vidurkiu 0O ir standartiniu nuokrypiu 1, tuomet galima daryti iSvada, kad
avarinés situacijos del neblaiviy vairuotojy kaltes yra 4 kartus tikimesnes. Tuo atveju, jei reikSmes
néra normuotos, iSmatuotos naudojant skirtingus matavimo matus bei turi skirtingg mastelj, tuomet
regresiniy kintamyjy palyginimas yra nereik§mingas. Sis pavyzdys apie autojvykiy skaiciy yra
tipine tiesinés regresijos modelio panaudojimo situacija, kurioje yra daroma prielaida, kad
egzistuoja tiesiné priklausomybe tarp priklausomo ir nepriklausomo kintamyjy. Tiesiné regresija
yra priskiriama taip vadinamy parametriniy metody kategorijai. Sie metodai grindziami prielaida,
kad sarysis tarp priklausomy ir nepriklausomy kintamyjy yra apriorinis. Naudojantis
neparametriniais metodais yra priesingai. Siuo atveju prielaida apie tam tikrus sarySius tarp
priklausomy ir nepriklausomy kintamyjy yra atmetama, tuo tarpu modelio funkcija yra pritaikoma
remiantis tik turimais duomenimis. Tad tikslingiausia yra naudoti MAR - splainus, kadangi tai
neparametriné proceddra, kuri nenaudoja jokiy tipy funkciniy sarysiy tarp kintamyjy. MAR -
splainai konstruoja rysius pagal koeficienty surinkimg ir bazines funkcijas, kurios pilnai nustatomos
pagal duomenis. MAR - splainy mechanizmo algoritmg galima jsivaizduoti kaip tiesine regresija,
turinCig trakius. Kontroliniai taSkai (jvertinami pagal duomenis) nustato konkreCios (labai

paprastos) tiesines lygties veikimo erdve. Taip pat ieSkant sprendinj batina Zinoti, kad MAR
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splainai kaip bazines funkcijas naudoja dvipuses funkcijas (2.1 pav.), kurios priartina rySius tarp

priklausomo ir nepriklausomo kintamojo (prediktoriaus).
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2.1 pav. Dviejy baziniy, dvipusiy funkcijy grafinis vaizdas

Paveiksle (2.1) pateiktas dviejy paprasty baziniy funkcijy (t-x)+ ir (x-t) + (Hastie, M., 2002,
pav 9.9) pavyzdys, kur t — bazinés funkcijos mazgo taskas (parametro reikSme nustato trakios
tiesinés regresijos nariai). Mazgai (parametro t reikSmes) yra nustatomi pagal duomenis. Simbolis
»+* kuris seka po iSraiSky (t-x) bei (x-t) reiSkia, kad tiriamos tik teigiamos atitinkamos lygties
reikmés. Jei mes turime neigiamas funkcijas reikSmes, tuomet jy reik§mé yra prilyginama nuliui. Si
Situacija yra taip pat pademonstruota auksCiau pateiktame paveiksle. Apzvelgus MAR veikimo
mechanizmo algoritmg ir pagrindines funkcijos bdtina pateikti bei aptarti Sio tipo splaino
matematinj modelj.

Bazinés funkcijos kombinacijoje su modelio parametrais (kurie jvertinami maziausiy kvadraty
metodu) yra panaudojamos pradiniy duomeny prognozavimui. Bendra MAR lygtis yra uzraSoma
tokiu pavidalu (Hastie., M. 2002) :

y= f(X)=t0+gtmhm(X) (2.20)
m=1

Formuleje (2.20) y yra nuspejamas funkcijos nepriklausomy kintamyjy reikSmeémis arba jy
kombinacija. Si funkcija (2.20) yra uzduodama parametru t, ir svertine keletos baziniy funkcijy
h..(X) suma. Kitaip tariant pagrindinis Sio modelio veikimo principas yra grindZiamas reikiamos
svertines (baziniy funkcijy) sumos parinkimu i$ bendro baziniy funkcijy rinkinio, dengiancio visas
kiekvieno nepriklausomo kintamojo reikSmes (t.y rinkinys bus sudarytas is vienos bazinés funkcijos
ir parametro t kiekvieno kintamojo kiekvienai reikSmei). MAR — splainy algoritmas randa erdvéje
visus nepriklausomus ir priklausomus kintamuosius bei sarysius tarp jy. PaieSkos procese modelio
papildymas bazinemis funkcijomis is bendro rinkinio auga iki tol, kol nebus maksimizuotas bendras
maziausiy kvadraty parinkimo kokybes kriterijus. Atliekant Sias operacijas algoritmas atrenka
pacius reikalingiausius nepriklausomus Kkintamuosius bei taip pat atskleidZia reikSmingiausius
rysius tarp ju.
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Visi iSvardinti interpoliacijos metodai gali bati panaudojami ne tik kalvy bei sléniy pavirSiams
modeliuoti, bet ir klimato, uzterStumo bei geologiniy zemélapiy sudarymui. Taciau ne tik jvairiy
rasiy spline funkcijy pagalba, bet ir kriging interpoliacijos metodais galima gauti norimus rezultatus

(ieSkomas pavirsiy reikSmes).

2.7 Ordinarusiskrigingas

Ordinarusis krigingas pasizymi tuo, kad jis yra tiesinis ir vidurkis yra nezinomas. Sio tipo
krigingo svoriai |, priklauso nuo iSmatuotiems taSkams pritaikyto modelio, atstumo iki prognozés
vietos ir erdviniy rysiy tarp aplink prognozes vietg iSmatuoty reikSmiy. Prognozé skaiCiuojama kaip

tiesiné zinomy duomeny reikSmiy kombinacija (svertinis vidurkis):
~ . _ 9
Z(s)=a liZ(s) (2.21)
2

Yra laikoma, kad zinomuose taSkuose apskaiCiuotos reikSmeés yra tikslios ir neturi paklaidy.
Kai turime ordinaryjj krigingg, tuomet artimiesiems taSkams yra priskiriami didesni svoriai, 0
paklaidy jvercCiai priklauso tik nuo matuojamy tasky iSsidéstymo ir nepriklauso nuo duomeny
reikSmiy.

Kaip ir taikant bet kokj krigingo metodg Cia yra naudojamos tam tikros sglygos bei prielaidos
(Geostatistics, 2003).
Prielaidos taikant ordinaryjj kriginga:

1) Budingas regioninio kintamojo stacionarumas

2) Stebejimy skaiCius yra pakankamas tam, kad baty jvertinta variograma.
Taip pat yra pateiktos sglygos, kada gali bati pritaikomas ordinarusis krigingas.

1) Vidurkis E[Z(s)] = m yra nezinomas, taciau pastovus.

2) Funkcijos Z(s) semivariograma yra zinoma ir aprasoma formule :

0(s.5,) = E{(2(2)- 2(s))7} (222)

Nustatant tasky reikSmes naudojantis ordinariuoju krigingu, gali atsitikti taip, kad kai kurios
reikSmeés bus didesnés, o kai kurios mazesnes uz tikrasias. TacCiau iS pirmos eilés stacionarumo
salygos Zinoma, jog skirtumy tarp numatyty ir tikryjy reikSmiy vidurkis turi bati nulis. Si salyga yra
laikoma pagrindiniu ordinaraus krigingo apribojimu. Sj apribojima galima taip pat pateikti kaip

n
reikalavima, kad visiems iSmatuotiems taSkams priskirty svoriy |, suma baty lygi vienetui é I .
i=1

36



Taip pat taikant ordinaryjj krigingg batina Zinoti ir antros eilés stacionarumo sglyga, pagal
kurig dispersija kiekviename taske yra baigtine ir vienoda visose visoje srityje, 0 kovariacijos
struktdra priklauso tik nuo atstumo tarp poros tasky.

Sisteminés paklaidos neblvimo sglyga yra naudojama kartu su ,,optimalaus® interpoliavimo

prielaida (prognozeés dispersija yra kiek jmanomai maza) ir yra iSreiSkiama taip:

@(51151) g(S_USn) 1 fJ(SI) fJ(SI) l;l Z N z N
é u gi u 99(51130)9
g - T I - g
(s, o g(s,s) 1 f(s fsyua ¢ u e u
?(ns_]_) g(n n) ](I) ](I) G gn l:| %(Sn,so)ljl
él 1 0 0 0 0O u €& u é a
& g &ou=e 1 g (223).
éf(sl) - f(s) O 0 0 a éy a éf( ) a
6. e o 6™ g
& (s) fs) 0o o o o 95 4g U
g n ié 0 é {
& P P a SYDCI & (%) g
& u

Sio krigingo pagrindas yra statistiniai modeliai, kuriuose yra atsizvelgiama j erdvine
autokoreliacija (statistinj rysj tarp atramos ta3ky). Sia savybe taip pat pasizymi ir universalus
krigingas, be to abu Sie metodai gali bati panaudojami interpoliuojamy reikSmiy erdviy sudaryme, o
taip pat atliktos interpoliacijos patikimumo bei tikslumo nustatymui. DaZniau yra naudojamas, katik
aprasytas, ordinarusis krigingo metodas, taCiau jei turime duomenis, kuriuose galima pastebéti tam

tikry reikSmiy dominavimo tendencijg tuomet naudojamas universalus krigingas.

2.8 Paprastasiskrigingas

Prie§ pradedant nagrineti kelias populiariausias krigingo rusis bus pateiktos kelios bendros
formulés apimancios visas krigingo rasis. Bendra krigingo interpoliatoriy formulé - svertine

duomeny suma (Geostatistics., 2003).

Z(s) =4l 2(s) (2.2)

i=1
Cia Z(s;) yrai-tojoje vietoje iSmatuota reikSme;
S— nagrinéjamos srities taskai;
| ;- nezinomas i- tojoje vietoje iSmatuotas reikSmes svoris;
Z(so) - prognoze pradiniame taske s ;
0 n— iSmatuoty reikSmiy skaicius.
Taip pat svarbu paminéti bendrgjj atsitiktinio lauko modelj Z(s) = m(s) +e(s) (Sis modelis

iSsamiai iSnagrinétas 1.1 skirsnyje).
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Kaip jau buvo mineta pirmoje dalyje, paprastasis krigingas yra tiesinis su Zzinomu trendu. Taip
pat tai yra matematiskai paprasciausia krigingo rasis. Cia daroma prielaida, kad atsitiktinio lauko
tikimybé turi buti zinoma ir remiasi kovariacine funkcija. TaCiau daugelyje atveju yra pateikiami
tokie uzdaviniai, kur nei atsitiktinio lauko tikimybe nei kovariacijg néra Zinomi IS anksto.
Paprastasis krigingas skiriasi nuo kity rasiy tuo, kad skaiCiavimams néra naudojamas Lagrandzo

daugiklis. Be to paprastam krigingui negalioja apribojimas, kad svoriy suma turi bati 1, tai yra

|, 1 1. TaCiau skaiCiuojant tasko reikSme, nuokrypius nuo Siy svoriy reikia kompensuoti

Qoo

i=1

atsizvelgiant j Zinoma vidurkj.
Nesudétinga parodyti, kad BLUP (geriausia tiesine nepaslinkta prognozé) taske
s, I D paprastojo krigingo atveju yra (Duinskas K., 2003):
a'=CjVv',
. (2.25)
8, =mMs,)- GV,

kur

Cy =(C(sy- 8).C(S) - S,),--,C(5; - S,)),
H, = (M(s,),N(s,), ..., m(s,))"

Tuomet MSPE(Z(s,)) =C(0)- CIV™'C,. MSPE — vidutiné kvadratiné paklaida. O prognozés

klaida (dispersija) : é l.9(s;- So)+Y =s/(s,), kur y LagranZo daugiklis, kuris priklauso nuo
i=1

S,-

Taip pat paprastojo krigingo lygcCiy sistema gali bati uzraSyta tokiu pavidalu :

€(s,s) -+ 9(sus) U 4.0 Qs s)u
e oo u, oo u

(4

At oo =

D,

i=g i (2.26)
é @(Sn’so)é

a M

gJ(Sn'S.L) g(sn’sn)H

Paprastojo krigingo klaidos dispersija skaiCiuojama pagal formule: s 2(50):én_ l.9(s;-S,)-
i=1

Taikant §j krigingo metodg yra naudojamasi trimis praktinémis prielaidomis.

1) laukas stacionarus placCiaja prasme.

2) mx)=0

3) Kovariacine funkcija: c(x,y) =cov(Z(x),Z(y))

Paprasto krigingo metodas labai retai yra taikomas praktikoje, kadangi dazniausiai mes
nezinome vidurkio funkcijos. Kai vidurkio funkcija yra neZzinoma tuomet specialistai dazniausiai

naudoja ordinary arba universaly kriginga.
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2.9 Universaluskrigingas

Kaip jau ir buvo minéta anksCiau, tiesiniy stochastiniy metody atsitiktine komponenté
(bendras atsitiktinis lauko modelis) Z(s) yra iSreiSkiama tokia lygtimi: Z(s) = m(s) +e(s) . Tarkime,
kad dabar

S =4 B, 1,6) @27)

Cia funkcijos erdvinés koordinatés yra zinomos, s gali bati uzrasoma s=(s,s,); funkcija
f . (s) gali ~ bati  iSreiSkiama  naudojantis  tiesiniu  trendu su  atitinkamomis
koordinatemis: f,((s;,s,)) =1 f,((s.,s,)) =s,, fi((s;,S,))=s,; jeigu turime trendo Kkvadrata,
tuomet atsiranda papildomos funkcijos: f,((s,,s,)) =7, f.((S,S,)) =S5, f:((S,S,)) =S,S; -
Tarkime, kad mes tiriame kvieCiy lauko derlinguma, tuomet funkcija f, (s) gali aprasyti
papildoma regionuose esancig informacija:
1. trady kiekj,
2. dirvoZzemio matavimus, tokius kaip molis arba humuso kiekis

3. vandensKkiekj ir t.t.

Manoma, kad e(s) yra budingas stacionarumas ir tenkinamos sekancios sglygos:

var(e(s)- e(s))) =29(s - s)),

" (2.28)
Z(s)=alms)=aalpfe).
i=1 i=1 k=1
Jvertinys yra nepaslinktas, tada ir tik tada, jei
alif(s)="f(s) "k=1..N. (2.29)

i=1
Svoriai yra randami, kaip jprasta, minimizuojant prognozes dispersija. Tai yra daroma

sprendziant tiesine lygcCiy sistema:

':'g(SO’Sj) :é lg(s - Sj)+n.b+é. ”Lfk(s,-), j=1..,n,
i i=1 k=1

(&) =al &) k=1..N (2:30)
1 i=1

I

|

i=1
Cia m,,m,....,m, yra N +1 LagrandZo daugikliai;
g(s - s;) yrasemivariagramos reikSmes tarp tasky s, ir s;,

a(s, - s;) Yyrasemivariagramos reikSmes tarp tasky s, ir s;.
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Universalaus krigingo sistema gali bati pateikiama ir matricine forma:

y=T A (2.31)
Cia
A=( 0,0, m,m,..,m)¢
Y = (@S0 - 5100050~ 55012850~ Sn)s Fu(So): F2(S0)s-ons Fyy(55))8
ir
rf;ér FQE;I’
& oy
kal
&(s-s) 9(s-s,) -+ 9(s-s)u
Fod&8) 9ss) g s)y
e S Y
D, -8) 96,-5) - 9(s, - S)i
éfi(s) fi(s,) - fi(s) @
o6l f(s) - Ry
S ¢
&1,6) T.(8) - 1,50
Cia svoriai A=Tly;

universalaus krigingo prognozés dispersija s ;, yrasj, =gt .

Jei vidurkis yra nestacionarus, tuomet gaunamas aukstesnes eilés modelis. Atlikus §j procesa

bus nebejmanoma jvertinti variogramos. Taip atsitinka, kadangi yra nezinomi By.Ba.--ni By . Dél Sios
priezasties negalima apskaiciuoti e(s)’ kurie yra reikalingi empirinés variagramos skaiCiavimui.

Jeigu variograma zinoma tuomet galima jvertinti vektoriaus B= (BB By) parametrus

by =(FQ 'F)'FQ 'Z.

pasinaudojus maziausiy kvadraty jvertiniu: Sioje lygtyje F toks pat

° —
kaip ir nurodytas auksCiau, Z=(Z(sl),Z(sz),...,Z(sn))’ 0 kovariacijy matrica a =var(Z) yr

a
antros eilés ir susijusi su prie$ tai pateikta G:

] Qo
r=s-,-a . (2.32)

Cia s? yra dispersija;

h matrica kurios eiluCiy ir stulpeliy skaiCius lygus n (Cressie, N. 1993), (Neuman, S.P.,
Jacobson E.A. 1984).

Universalusis krigingas yra placiai naudojamas, taCiau prie$ jj naudojant reikia Zinoti jo

trikumus bei privalumus.
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Trakumai:

1) ApskaicCiuota variograma remiantis liekany procesy jvertinimu paprasta yra neobjektyvi.

2) )vertintas liekany procesas € labiau neigiamai koreliuotas nei pradinis procesas e.

3) Yrajrodyta, kad apskaiCiuota universaliojo krigingo metodu dispersija yra mazesne nei
turety bati.

Privalumai:

1) Pradzioje variogramos jvertinio poslinkis yra mazas. Tokiu badu priderinant modelj prie
empirinés variogramos mazesni svoriai yra priskiriami didesniems lagams (lagas — skirtumas tarp
momenty).

2) Kadangi augant skirtumams tarp momenty krigingo svoriai sparCiai mazéja, todel priderinta
variograma jvertinama tik mazoje tiriamo tasko aplinkoje (tiksliai toje vietoje, kurioje priderinimas
geras).

2.10 Medianinio iSlyginimo Krigingas

Kaip ir prieS tai nagrinétu universalaus krigingo atveju medianinio iSlyginimo krigingo
atsitiktines komponentés pavidalas yra toks pat : Z(s) yra iSreiSkiama tokia lygtimi
Z(s) =m(s) +e(s). Taciau Siuo atveju trendas m(s) yra sudarytas i$ bendro vidurkio, eiluCiy bei
stulpeliy mediany efekty atitinkamai: m(s) =a+r(x) +c(y),s(x,y). Sie efektai yra jvertinami

remiantis sekanciomis formulémis:

L _1g

a=-87(s)

&) =§é 2(s) k=120, (233
Ni

N 1o
r(y)=—a Z(s)! =12..,p,
P w,

kur N, yra taSkai esantys k- tajame gardelés stulpelyje, 0 M, taSkai esantys | — tojoje gardelés
eiluteje.

Medianinio iSlyginimo metu gaunamos liekanos yra prognozuojamos teigiant, kad juose néera
trendo (interpoliacija ordinariu krigingu). Prognoze atliekama naudojantis ordinaraus krigingo
metodu naudojama (2.21) formule.

Tuomet gautus prognozés rezultatus sudedame su prie$ tai apskaiCiuotais bendru, stulpeliy bei

eiluciy efektais. Taip gaunamas interpoliuotas pavirsius nagrinejamy reikSmiy ribose.
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2.11 Modeliy patikros metodai bei analize

Vienas i$ populiariausiy bei dazniausiai naudojamy modeliy patikrinimo bei palyginimo
metody yra - kryZzminé modelio patikra. Jei neturime nepriklausomo duomeny rinkinio, pagal kurj
galétume jvertinti modelj, jj galima patikrinti naudojant tuos pacius iSmatuotus taskus, iS kuriy
modelis buvo sudarytas; Taigi, atliekant kryzmine patikrg (angl. cross-validation), trendams ir
autokoreliacijos modeliams tikrinti naudojami visi iSmatuoti duomenys. Turint mazg duomeny imtj,
kaip nagrinéjamu atveju, naudojamas metodas, kur po vieng paSalinamas kiekvienas taskas (angl.
Leave - One - Out), ir prognozuojama reikSme tame taSke bei remiantis tikragja reikSme
apskaiGiuojama prognozés paklaida. Si procedira yra atliekama visiems duomenims, o véliau
randama vidutiné kvadratiné paklaida. Pagrindinés charakteristikos kurios nustato modelio
tinkamuma bei tiksluma yra Sios:

1) vidutiné kvadratiné paklaida (VPK) (angl. ME-Mean Error) , kurios reikSme turi bati

artimanuliui;

2) Saknis i$ vidutinés kvadratinés prognozes paklaidos (SVKPK) (angl . RMPSE- Root

Mean Squered Prediction Error), kuris turi turéti kuo mazesne reikSme;
3) Bei vidutinio kvadratinio nuokrypio reikSmé (VKNS) (angl. MSDR- Mean Sguered
Devation Ratio), kuri turi bati artima vienetui (Rossiter, 2004).

8%(s)- 2(s)2
(VPK)=" - 2 (2.34)
AB(s). 2(s)0
(svkps)= & (S)n sl (2.35)
1850 )- 2(5) /s (s)0
. (8)- 2(3)2/5 5); -

Gia  Z(s) - prognozuota reiksme,
Z(s) - stebima reiksmé,
s(s), s matavimy vietos standartiné prognozés klaida.

Taip pat modelio tinkamumas bei jo polinominiy lygCiy koeficientai yra nustatomi remiantis
dispersine ANOVA analize. ANOVA tiria priklausomybe tarp nepriklausomy ir priklausomy
kintamyjy. Ji parodo, ar modelyje yra su priklausomu kintamuoju susijusiy regresoriy. Faktorius

neturés jtakos priklausomam kintamajam, jei skirstiniai visoms grupems bus identiski. Tai bus
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tuomet, kai sutaps visy grupiy vidurkiai, nes dispersijos yra vienodos, o skirstiniai normalieji. Todel
norint nustatyti, ar faktorius daro jtakg atsakui, tikrinama atitinkama nuliné hipoteze. Jeigu p
reikSme didesné uz 0,05 tuomet nuliné hipoteze apie vidurkiy lygybe yra priimama, regresijos
modelio tinkamumas labai abejotinas. Kadangi prognoze yra atliekama pagal koordinates ji bty
netiksli ir nepatikima. PrieSingu atveju, jeigu p reikSme mazesné uz 0,05, tai gauname patvirtinima,

jog modelis yratinkamas tolesniam tyrimui ir rezultatus galimalaikyti patikimais.
Dispersinés analizés rezultatus gauname pasinaudoje F :2 formule, kur A vidiné kvadraty

suma, kuri atspindi duomeny kintamumg tarp faktoriaus lygiy, B atspindi kintamuma grupés
viduje. Sios sumos turi atitinkamai (K — 1) bei (N — K) laisvés laipsniy. Sios variacijos yra
apskaiciuojamos pagal sekancias formules:

A=A n (V.- V)* /(K- D,
B=a (Y, - Y.)? /(N - K).

TreCiasis ne maziau naudojamas modelio tikrinimo metody yra Akaikes informacijos
kriterijus. Akaike informacijos kriterijus (Akaike 1973) detaliau apraSytas Webster and McBratney
(1989). Jis yra apskaiCiuojamas pagal sekancCig formule :

AIC =-2In(L) + 2m,
Cia m- statistino modelio parametry kiekis,

L — jvertinamo modelio tikétinumo funkcijos maksimali reikSme.
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I11. STOCHASTINIY BEI DETERMINISTINIY METODY PALYGINIMAS NAUDOJANT
R PROGRAMA

3.1 Baltijos juros gyliy skaitmeninio reljefo sudarymas stochastiniais metodais

3.1.1 Universalauskrigingo pritaikymas

Darbe bus naudojamas duomeny masyvas sudarytas is Baltijos juros rytines dalies ir Kursiy
mariy vakarines dalies gyliy duomeny, kurie buvo iSmatuoti 30 - tyje matavimo stociy. Informacija
apie 2011 metais stotyse iSmatuotus gylius yra gauta ir Klaipedoje esancio “Jary tyrimo centro®.
Atstumas tarp matavimo stoCiy nuo 20 - tiesiki 70 - ties kilometry. Sie duomenys bus naudojami
siekiant sudaryti kuo tikslesnj skaitmeninj dugno reljefa. 1S pradziy bus atliktas skaitmeninio dugno

reljefo sudarymas krigingo metodais.

[6.02,19.82]
(19.82,33.61]
(33.61,47.41]
(47.41,61.2]
(61.2,75]

3.1 pav. Baltijos jaroje iSmatuoti gyliai bei jy koordinaciy ekstremumai

3.1 lentelé. Analizuojamos Baltijos juros teritorijos koordinatés

Koordinatés Min max
X 268984.0 328735.0
y 6128002.4 6215398.9

PrieS pradedant darbg su duomenimis yra batina patikrinti ar jiems yra budingas normalinis
pasiskirstymas, jeigu taip nera duomenis yra bdtina logoritmuoti. Turint dvi histogramas matome,
kuriuo atveju duomenis yra tinkamesni tolesniam tyrimui. Kaip matome i$ (3.2) paveikslo
logoritmavus duomenis vaizdas iS esmés pasikeite. Akivaizdu, jog kai duomenys yra logaritmuoti
jiems yra labiau badingas normalinis pasiskirstymas. Toliau logaritmuotiems duomenims sudaroma
empiriné semivariograma bei nustatoma ar duomenims badingas trendas ir jei badingas tai kelintos

eilés (3.3 pav.). Analizuojamu atveju daroma prielaida, kad duomenims budingas 3 — Ciojo laipsnio
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trendas (kadangi funkcija jgyja pastovuma). Padarytg prielaidg batina patikrinti. Tai galima padaryti

keliais skaitiniais metodais: atlikus ANOVA analize (2.37) bei apskaiCiavus Akaikes informacijos

kriterijy (2.39).

Gyliy duomeny histograma

Logantmuoty gyliy duomeny histograma
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a) Gylis b) Gylis
3.2 pav. a) Logoritmuoty bei b) nelogoritmuoty gyliy duomeny histogramos
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3.3 pav. a) Semivariograma, pasalinus 111 — ojo laipsnio trendg bei b) jos zemélapis

Atlikus ANOVA analize (3.2 lentelé), gauti rezultatai patvirtino anksCiau padarytg prielaida,

jog modeliui analizuoti tinkamiausias yra treCiojo laipsnio trendas. Gauta F kriterijaus p reikSmeé yra

maziausia analizuojant kubinj trenda, be to ne maziau svarbu, kad ji mazesné uz reikSmingumo

lygmenj a =0,05. Tai reiskia, kad atmetama nuliné hipoteze ir teigiama, kad bent vienas regresijos

koeficientas nera nulinis (t.y gylis priklauso nuo koordinaciy). Analizuojant treCiojo laipsnio trendo

tinkamuma gautas regresijos koeficientas 0,97 taip pat patvirtina modelio tinkamumag (modelis

beveik idedliai tinka duomenims prognozuoti). Remiantis Akaikes informacijos kriterijumi modeliui

tinkamesnis yrataip pat treCiojo laipsnio trendas, kadangi AIC reikSme yra maziausia (3.2 lentele).

Taigi atlikus ANOVA analize bei skaitiniais metodais apskaiCiavus Akaikes informacijos

kriterijy nustatyta, kad modeliui analizuoti yra tinkamiausias tre¢iojo laipsnio trendas. Zinome, jog

tiriant Baltijos jlros dugno tam tikrg teritorijg visai natOralu, kad gyliai nera issidéste kreives,
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panaSios | tiese pavidalu, dél jvairiy jlanky, sasiauriy ir t.t Taigi, nustaCius trendo laipsnj
tolimesniems skaiCiavimams butina pateikti polinominés lygties koeficientus b, ,i=12,---,10.(3.3
lentele).
Toliau tiriama ar duomenims badinga anizotropija ir jei budinga tai kokio laipsnio.
3.2 lentelé. ANOVA analizes rezultatai, Akaikés informacijos Kriterijaus (AIC) reikSme

Trendo laipsnis | F kriterijaus F kriterijaus p AlIC Determinacijos
reikSme reikSme koeficientas R?

néra trendo NaN Na 165.9326 0

1 66.51861 3.6849%-11 116.5456 0.8313

2 31.21058 9.3695e-10 115.4767 0.8667

3 74.13086 2.1727e-13 77.82682 0.9709

3.3 lentelé. Treciojo laipsnio trendo polinominés lygties koeficientai

b, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

39.14 | -42.95 | -3.38 | 3.33 5.69 2.77 -16.99 | -23.15 | 3537 | 1.06

Remiantis (3.3) paveikslu galima daryti iSvadg, jog duomenims bldinga anizotropija, kadangi
pozymio kaita visomis kryptimis néra vienoda. Remiantis Zemélapiu spejama, kad duomenims
badinga 30 - 35 laipsniy anizotropija. Zinant anizotropijos laipsnj bei nustacius, kad duomenyse yra
3 — Ciojo laipsnio trendas yra braizomos kryptingos semivariogramos, nustatomas anizotropijos
tipas, pagrindiniai parametrai bei empirines semivariogramos taskams glodinamas geriausias
semivariogramos modelis (Gauso, eksponentinis arba sferinis) .

10000 30000
L1 11 |
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120 195
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m =4 —
g o s LI ot
i — o o e MaRBI B
g ﬁoo 0-:3 .:'3.00\\
= 30 75
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Atstumas
3.4 pav. Kryptingos semivariogramos
IS kryptingy semivariogramy grafiko matome, jog semivariogramy su maksimaliu ir
minimaliu ploCiu slenksCiai yra skirtingi todel galime daryti iSvada, jog turime zoninés
anizotropijos atvejj. NustaCius trenda bei anizotropijg (jos laipsnj bei tipa), pagal kryptingy
semivariogramy grafikus (3.4) nustatomi parametrai (grynuolis, slenkstis, plotis) bei empirines

semivariogramos taSkams priglodinamas vienas geriausiy semivariogramos modeliy naudojantis
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formulémis (1.1) — (1.3), o modelio tinkamumas gali bati nustatomas skaitiniy metody pagalba
(nagrinéjamu atveju kvadratiniy nuokrypiy suma (SS) apskaiCiuojama naudojantis 1.4 formule).

3.4 lentele. Parametriniy semivariogramy modeliy formulés

30° 120°
s Al aed] ¢ fops dd] 1zd]
1 2 0118 _u,0£ d|| £18000
o | 9(d; H):P e2>eoooo 2 30000-uo£HOIH£30OO a(d; H):} 83>§L8000 2§18000 5H el
£ ;005 130000 </|d]. jo11 18000 < [d].
7))
S | g(diH)= 006él o 29 & g(d;H) = 011@. el A &
S é 20000 é 25000
my
; e [d 0% 2 |d| ¢
8 | g(d;H) = 005e1 expg B000= g(d;H) = 011e1 exp‘:‘ 3§20000
§ g % i & g %
10000 30000 10000 30000
| | | | | | | | ] I ] ] ] ] ] ]
120 195 120 155
) - 03 — — 0.3
% ] :: i} o Olﬁ % i U-z E ] 2 — o 2 2 i 0-2
E’ Nl N 46"5'1" ==~ 01 g _g{?—ﬂ o = éﬁﬁbﬁgwﬁoﬁ}— 0.1
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o 0.2 1 8 - £ 92 = B
U4 o B el O e N s
I I I I I I I I I I I I I I I I
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= 30 F i
£ 03 -
¢ 02 - =
A o cndbas g7 ol
I I I I I I I I
0) 10000 30000
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3.5 pav. Semivariogramos tasSkams priglodintas a) sferinis, b) eksponentinis, ¢) Gauso modelis

47




3.5 lentele. Priglodinty semivariogramy kvadratiniy nuokrypiy sumos

Semivariogramos modelis SS reikdme

Gauso 2.876859e-09
Sferinis 2.875913e-09
Eksponentinis 3.077087e-09

Rezultatai rodo, kad sferinés semivariogramos SS reikSmé yra maziausia (3.5 lentelé), tai
reiSkia geriausiai tinkanciu bus laikomas sferinés semivariogramos modelis.

Paskutinis zingsnis pries atliekant prognoze yra tinklo (turimose teritorijos ribose) sudarymas.
Ant Sio tinklo ir bus prognozuojamos reikSmés naudojantis universaliuoju krigingu.

Taigi, iSanalizave duomenis (trendo tipg), nustate 50 - ties laipsniy anizotropijg, priglodine
taSkams sferinés semivariogramos modelj, bei sudare tinklg i 1000 - Cio atsitiktinai sugeneruoty
koordinaCiy teritorijos ribose, galime pasinaudojus universaliuoju krigingu sudaryti skaitmeninj

reljefo pavirsiy (prognozé atliekama naudojantis 2.30 formule).

[5.389,19.38] [0.002405,0.06807]
(19.38,33.37] (0.06807,0.1337]
(33.37,47.36] (0.1337,0.1994]
(47.36,61.35] (0.1994,0.2651]
(61.35,75.34] (0.2651,0.3307]

3.6 pav. Universaliojo krigingo prognozes rezultatai ir paklaidos

Ar duomeny prognozeés yra realios suzinome palygine prognoze su turimais duomenimis bei
paanalizavus variacijg. Duomeny variacija pagal turimas reikSmes yra pakankamai maza, ji
svyruoja atsizvelgiant j pradiniy duomeny issidestyma. Didziausia variacija yratoje teritorijoje apie
kurig yra maziau informacijos (maziau iSmatuoty reikSmiy). Duomeny prognozes reikSmes is dalies
yra tinkamos, kadangi minimali ir maksimali reikSmeés skiriasi visai nedaug. Taciau toks jvertinimo
badas nera patikimas ir tikslus, todél modeliui jvertinti yra naudojama kryZmine patikra. KryZmines
patikros metodu gautos reikSmeés padeda nustatyti modelio patikimuma ir jvertinti jo tiksluma (3.11
lentelé). Cia vidutiné prognozés paklaida (VPK), kuri idealiu atveju turi bati lygi vienetui (2.34);
vidutinis kvadratinis nuokrypio santykis (VKNS), kurio reikSme turi bati artima nuliui (2.36); bel
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Saknis i3 vidutinés kvadratinés prognozeés paklaidos (SVKPS), kuri turi turéti kuo mazesne reikdme
(2.35), parodo, jog modelis nera idealus, taCiau gana patikimas, o prognozes rezultatai pakankamai
tikslis. Noredami gauti patikimesnius rezultatus sekancioje dalyje tiems patiems Baltijos jaros

gyliy duomenims prognozuoti bus naudojamas medianinis iSlyginimo metodas
3.1.2 Medianinio iSlyginimo krigingo pritaikymas

Norint taikyti medianinio iSlyginimo krigingg i$ pradziy reikia teritorijg padalinti j taisyklingas
lasteles (kvadratus). PerziGréjus ir iSanalizavus duomenis pastebéta, kad atstumai tarp matuojamy
taSky yra labai skirtingi. Atstumai tarp taSky turi jtakos lastelés dydZio nustatyme. Taigi
atsizvelgiant j tasky padétj, atstumus tarp jy bei jy kiekj (30) yra sudaromas tinklas is 96 lagsteliy.

3.6 lentele. Duomenys apie tinklg

X Y
Lasteles centras 272721.5 6131740.5
Lastelés dydis 1477 1477
Lasteliy skaiCius 8 12

Dabar i$ gardeliy sudarytg tinklg apjungiame su turimomis reikSmemis. Kiekviename gardeles
narvelyje gali bati tik po vieng reikSme, todél turime nurodyti metodg, kuriuo bus apskaiCiuojama
reikSme gardeléje, jei j jg patenka daugiau nei vienas iSmatuotas gylis (daugiau nei viena reikSme).
Galima rinktis S trijy varianty, skaiCiuoti reikSmiy moda, mediang arba vidurkj. Kadangi
analizuojamos reikSmeés visos yra labai skirtingos modos nenaudosime. Mediana yra netinkama,
kadangi gardelese, kuriuose yra daugiau nei viena reikSmé jy yra dvi ir tai tik keliais atvejais. Taigi
iISanalizavus duomenis matome, kad analizuojamy duomeny atveju geriausia yra naudoti vidurkio
metoda. Taip gauname tokias gardeliy lasteles j kurias patenka po vieng reikSme. Turime tinklg i$
taisyklingy gardeliy, kuriuose yra po vieng reikSme, taCiau yra gardeliy kurios yra tuscios, taigi jas
reikia uzpildyti. IS pradziy mums reikia sudaryti matricg sudaryta iS5 gyliy, kurioje NA (yra
pazymima kaip nezinoma reikSme) zymi tuscios gardelés reikSme. Tam sudaromas vektorius kuris
turi tiek pat reikSmiy kiek yra gardeliy (8x12). Kiekvienai reikSmei nurodomas stulpeliy kiekis 3
(toks kaip pradinése duomenyse ,,gyliai*). Kiekvienam stulpeliui priskiriamos koordinatés ir gyliai.
Jeigu gardele tusCia (gylis jos teritorijoje néra iSmatuotas), reikSmé laikoma nezinoma ir pazymima
NA. Taip gauname gyliy tinklg sudarytg 1S 96 gardeliy, kuri kiekviena yra uzpildyta. Turimas
tinklas turi bati iSsaugomas kaip matrica, kadangi toliau skaiCiuosime eiluciy bei stulpeliy efektus.

Kitas Zingsnis yra bendro vidurkio, eiluciy bei stulpeliy mediany efekty radimas (2.33
formulé). Siy reikdmiy radimo algoritmas veikia pakaitomis 3alindamas eiluciy ir stulpeliy
medianas ir sustoja tuomet, kai absoliuCiy liekany sumy proporcija yra mazesné uz nurodytg
reikSme. IS gauty rezultaty isskiriame liekanas ir jas iSsaugome kaip vektoriy. Toliau liekanoms
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priskiriamos turimos koordinatés ir taikomas ordinaraus krigingo prognozavimo metodas teigiant,
kad liekanoms néra budingas trendas, vidurkis yra pastovus bet nezinomas.

Gyliy liekany duomenuy histograma Log. gyliy liekany duomeny histograma
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3.7 pav. Nelogoritmuoty ir logoritmuoty gyliy duomeny histogramos atitinkamai

Kaip matome i$ liekany gyliy histogramy (3.7) duomenims badingas normalinis pasiskirstymas
tuo atveju, kai duomenys néra logoritmuojami. Taigi tolimesnéje analizeje bus naudojami
nelogoritmuoti duomenys.

3.7 lentelé. Pagrindines liekany statistinés charakteristikos
Mediana Vidurkis
0.00000 -0.10090

3 kvartilis
0.01479

max
0.96710

1 kvartilis
-0.02832

Min
-1.97000

SekanCiame etape remiantis formule (2.21) breziama semivariograma ir teigiama, jog
liekanoms nera budingas trendas (Si prielaida daroma naudojantis medianinio iSlyginimo krigingo
teorija). Sia prielaida taip pat galima patikrinti skaitiniais metodais apskai¢iavus AIC kriterijy (3.7

lentele).  Atliekant tolimesne analize tiriama anizotropija  (tipas bei laipsnis).
3.8 lentele. Akaikes informacijos kriterijaus reikSmeé
Neéra trendo 1-o0jol. 2-0jol. 3-Ciojo .
trendas Trendas Trendas
AIC -16.98247 -13.73229 -11.07415 -5.055499
b -0.1008784 - - -

Remiantis (3.8) paveikslu anizotropija yra, bet néera akivaizdu kokio ji laipsnio. Galima daryti
prielaidg, jog nagringjamu atveju egzistuoja apie 145 - 150 laipsniy anizotropija. Nustacius
anizotropijos laipsnj breziamos kryptingos variogramos. NustaCius variogramos pagrindinius
parametrus (3.9 lentele) priglodinamas semivariogramos modelis taikant formulémis (1.1) — (1.3)
(3.10 pav.). IS keliy modeliy (Gauso, eksponentinio, sferinio) iSrenkamas geriausias pagal

kvadratiniy nuokrypiy sumos formule (1.4).
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3.8 pav. a) LIekany semivariograma, Kai vidurkis pastovus betoh%zmomas b) jos zemélapis
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3.9 pav. Kryptingos semivariogramos liekany duomenims
Pagal (3.10) lentele galima daryti iSvadg, kad duomenims labiausiai tinka sferinis
semivariogramos modelis, kadangi yra maziausia SS reikSme.
Kaip ir universaliojo krigingo panaudojimo prognozavimui paskutinis etapas prie$ atliekant
prognoze yra koordinaciy tinklo ant kurio atliekama prognozé sudarymas.

3.9 lentelé. Parametriniy semivariogramy modeliy formulés

150° 60°

toess Al 1zl © ETIETE
: = - -uoa d| £ 25000

o | o(dQ) =] gaa0000” 2300005 Qogud““’oooo 0(:Q) = gsxzsooo 22500051

= i i

% 10,65 ,30000<|d]. 105 ,25000 < [d].

)

: I ¢ EE

(@] ; 08

j2) § 25000 4 8 é 10000 5

L

g | 9(d:Q) = 07<;l eXp9-3g o] ¢ 9(d;Q) = 05e1 exps- 3§—d 929uu

3 180005 &j ¢ g &120005 %

51




5000 20000 5000 20000
LR Y A 0 O T Ol [ (LR () | [ N N [ R (N AN A A B |
105 150 105 150
£ - 3 g 3
= - -2 e T -2
= L - o . k1 s 1 . - o . 1
= & R = o e e s B
= =
- 15 60 . = 15 60 }
g3 = 3 o
2 - ~ & -
1 1 oy -.’:-O(:- Lo 1 =) Fa & OOO [l
a) e b
IOIIIIO(I}IIIIII } I.IIIIO{I‘IIIIIII
5000 20000 5000 20000
Atstumas Atstumas
5000 20000
| I I O | | S I O N |
105 150
E - 3
m
= o 2
= et = -1
g o m
E 15 60
[1F] T
3 - -
2 — -
1 = 1 = -.‘“O-”:- O
CJ IOI [ ICI':I::l | EEN ST E PR B |
5000 20000
Atstumas

3.10 pav. Priglodintas a) eksponentinis, b) sferinis, c) Gauso modelis

3.10 lentelé. Priglodinty semivariogramy kvadratiniy nuokrypiy sumos

Semivariogramos modelis SS reikSme

Gauso 7.269098e-08
Sferinis 6.391528e-08
Eksponentinis 9.649561e-08

a)

[-1.97,-1.382]

(-1.382,-0.7943]
(-0.7943,-0.2065]
(-0.2065,0.3813] b)
(0.3813,0.9691]

[7.967,19.11]
(19.11,30.25]
(30.25,41.39]
(41.39,52.53]
(52.53,63.67]

3.11 pav. a) Liekany prognoze bei b) galutiné gyliy duomeny prognoze
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Atlikus liekany prognoze (remiantis (2.23) formule), batina atkreipti démesj j variacijg (Zr.
Priede 82 psl.). Liekany variacija atsizvelgiant | reikSmes yra pakankamai didelé (variacijos
reikSmes liekanoms yra beveik tokios pat kaip variacijos reikSmés patiems gyliams interpoliuojant
universaliojo krigingo metodu), todel gauty rezultaty tikslumas tiriant Baltijos juros duomeny
reljefa medianiniu iSlyginimo metodu yra abejotinas, taCiau tai batina patikrinti. Taigi, tam kad
gauti skaitmeninio reljefo pavirsiy nagrinéjamuose reikSmiy ribose prie liekany pridedami eiluciy,
stulpeliy mediany efektai bei bendras vidurkis (3.11 pav. b)).

Taip gavome Baltijos juros gyliy duomeny prognoze 96 taskuose naudojantis medianinio
krigingo metodu. Pasinaudojus kryZminés patikros metodu galime palyginti prognozés rezultaty
tikslumg ir metody panaudojimo tinkamuma esamiems duomenims. Tam yra skaiCiuojama vidutine
prognozes paklaida (ME) ir vidutinis kvadratinis nuokrypio santykis (MSRD) (2.34 — 2.36).

3.11 lentelé. KryZzminés patikros rezultatai

Medianinis krigingas Universalusis krigingas
ME -0.83651289 0.597514
MSRD 0.6730376 0.5446689
RMSPE 5.45232 1.585214

Atlikus kryZzmine patikrg abiem atvejais iS (3.11) lentelées matome, jog universaliojo
iSlygimo krigingo metodas yra Zymiai tinkamesnis ir gauta prognoze yra tikslesné nei medianinio
krigingo metodu. Viena i$ tokiy kryzmines patikros rezultaty priezasCiy gali bati nepakankamas
duomeny kiekis atliekant medianinj kriginga. Todél sudarinejant tinklg i5 30 duomeny nagrinejami
tik 21, o vidurkis duomeny patekusiy j vieng lastele yra netikslus, kadangi skirtumai tarp gyliy tam
tikrose matavimo vietose nurodytu atstumu yralabai didelis.

Taigi gavome skaitmeninj reljefo pavirsiy dvejais metodais — universaliojo ir medianinio
iSlyginimo krigingo pagalba ir nustateme, kuris i$ jy tinkamesnis. TaCiau remiantis teorija yra
teigiama, kad deterministiniais metodais gauta prognozé yra tikslesné, todél palyginimui

sekanCiame poskyryje skaitmeninis reljefas bus sudarytas spline metodais.

3.2 Baltijos juros gyliy skaitmeninio reljefo sudarymas deterministiniais metodais

Kaip jau ir buvo mineéta pats paprasciausias ir lengviausias interpoliavimo budas yra tiesiné
triki - laiptuota interpoliacija. Jos pagrindiné savybe, kad kiekviename Zingsnyje tarp
eksperimentiniy tasky funkcija yra konstanta. Kadangi turime realius Baltijos jaros gyliy duomenis
ir Zinome IS bendro iSsilavinimo, jog Baltijos jiros dugnas néra lygus, §j metodg taikyti nera
naudinga bei produktyvu. Jis blty tinkamas jei tirtume tarkime valiutos kurso kitima. Taciau

nagrinejamu atveju yra tinkamesnis kitas tiesinés interpoliacijos tipas triki — tiesiné interpoliacija,
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kuri ieSkoma priklausomybe vaizduoja lauZte. Interpoliuojama funkcija yra sudaryta is tiesiy, kurios
jungiasi eksperimentiniuose taskuose — mazguose (3.13 pav.). Interpoliuojant gali bati naudojamos
kelios i pateikty anksCiau formuliy (2.9) arba (2.10).

Baltijos jdrcs gyly dusmznys Baltijos joros gyliy duomenys

u O
S 70 S
a 60 Q
© | 50 ©
40

- 30 S
(]
S | 20 S
= 10 o
‘” 270000 290000 310000

g 270000 290000 310000 b)

3.12 pav. a) Tiesine, b) kubine interpoliacija splainais pritaikyta Baltijos jaros gyliams

Kad rezultatas buty patikimesnis ir geresnis yra siloma Siuos mazgus sujungti ne lauzte, o
todydzia kreive. Geriausia tokiu atveju naudoti interpoliacija splainais sudarytg i$ polinominiy
funkcijy. Kaip jau yra zinoma interpoliacijos splainais pagrindine savybe yra, kad kiekviename
Zingsnyje tarp eksperimentiniy tasky yra vykdoma aproksimacija su tam tikra pasirinkta polinomine
priklausomybe. Tokiu bldu kiekviename Zingsnyje naudojama skirtinga polinominé funkcija, o
koeficientai parenkami tokie, kad zingsnio ribose (mazguose) kreives susijungty. Tokiu atveju
dazniausiai naudojami yra treciojo laipsnio polinomai — kubiniai splainai, interpoliacija atliekama
remiantis formulémis (2.14) (3.12 pav.). Kaip ir yra Zinoma Baltijos jaros gylis yra ne tik netolygus
pavirSius, bet pasitaiko ir duobiy. Interpoliuojant duobes galima vadinti iSskirtimis ir kad Sios
iSskirtys nepadaryty didelés jtakos galutiniam rezultatui galima naudoti kubinj Akima splaing (jis
yra atsparus isskirtims), (3.13 pav.). Tam, kad pritaikyti Siuos metodus turi bati tenkinama salyga,
kad nepriklausomi vektoriai, nagrinéjamu atveju koordinatés, néra kolinearts (vektoriai yra
kolinearls, kai yra lygiagretds). Siai salygai patikrinti atlikta kolinearumo diagnostika, Kuri
patvirtino, kad koordinatés néra kolinearios (3.11). Jeigu Busenos indeksas yra didesnis uz 30 ir
abejy vektoriy variacijos proporcija didesné nei 50 procenty vektoriai baty kolinearus (Belsley, D.A
, 2001).

3.12 lentelé. Koordinaciy kolinearumo diagnostika

Variacijos proporcija

Busenos indeksas X Y
1 1.000 0.371 0.371
2 1.301 0.629 0.629
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Baltijos jdros gyliy duomenys Baltijos jdros gyliy duomenys

6200000
|
6200000
|

6140000
|
6140000
|

a) 270000 290000 310000 330000 b) 270000 290000 310000 330000
X X
3.13 pav. a) Kubinis Akima, b) kubinisB - splainas pritaikytas Baltijos jaros gyliams

prognozuoti.

Taip pat pavirSiaus interpoliavimui yra naudojami ir B — splainai. Jy laipsnis yra parenkamas
priklausomai nuo tiriamos situacijos. Jie naudojami kreiviy braizymui pagal atraminius taskus.
Dazniausiai naudojamas yra kubinis B — splainas, todel jis ir bus pritaikytas Baltijos jaros duomeny
analizei (3.15 pav.). Sio splaino vienas i$ privalumy yra tas, kad dirbant su labai dideliu kiekiu
duomeny jis reikalauja maziausiai kompiuterio atminties ir laiko lyginant su kitomis interpoliavimo
funkcijomis.

Atlikus Baltijos juros dugno reljefo prognoze keliais deterministiniais metodais: tiesiniu,
kubiniu, kubiniu Akima bel kubiniu B — splainu tam, kad pasirinkti tinkamiausig bei tiksliausig
metodg batina juos palyginti (nustatyti kiekvieno metodo tikslumg). Nagrinéjamu atveju modelio
tinkamuma padés nustatyti anova analizés metu paskai¢iuota R? reikme.

3.13 lentelé. Modelio tinkamumo reikSmé

Splaino tipas R® reiksme
Tiesinis 0,80
Kubinis 0,97
Kubinis Akima 0,79
KubinisB - splainas | 0,94

Anova analizes metu apskaiCiuota modelio tinkamumo duomenims reikSme parodo, kad
maziausiai tinkantys modeliai yra tiesinio ir kubinio Akima splaino. Tai reiskia, kad interpoliuojant
Akima splainu gautume labiausia nuo realios situacijos nutolusias reikSmes. To prieZastis yra

greiCiausiai ta, kad Baltijos jura turi daug duobiy ir anomalijy kurias ignoruoti ir laikyti klaidomis
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yra netikslinga. Tiesinio splaino modelis laikomas taip pat ne paciu tiksliausiu. Tai galima
paaiskinti tuo, kad naudojantis tiesiniu splainu gaunamas staigus reikSmiy pokytis visuose
tirlamuose mazguose (astras kampai interpoliavimo mazguose). Du metodai, kurie anot anova
analizés (3.10 lentelé) yra tinkamiausi atlikti analizuojamy reikSmiy interpoliacijai yra kubinis
splainas ir kubinis B — splainas. Siy modeliy rezultaty pana3uma galima taip pat pamatyti
paanalizavus (3.13 — 3.14) paveikslus. Cia reikdmiy pasiskirstymas ir interpoliuota teritorija taip pat
pabrézia modeliy prognoziy panasuma.

Taigi atlikus Baltijos jaros dugno reljefo analize skaitiniais metodais, atlikus anova analize (F
kriterijumi), bei apskaiCiavus AIC reikSme yra pasirinktas vienas stochastinis (universalus
krigingas) vienas deterministinis metodas (kubinis splainas), kurie pateiks tiksliausius rezultatus
interpoliuojant turimg teritorijg. Naudojantis darbe atliktais tyrimais (3.2, 3.11 lentelémis) iS Siy

dviejy metody tikslesnis bei patikimesnis yra antrasis.
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ISVADOS

Taigi kaip yra Zinoma pagrindiné Zemés reljefo duomeny atvaizdavimo priemoné yra
skaitmeniniai reljefo modeliai. Siuo atveju nagrinéjamas pavirsius yra Baltijos jiros dugnas.
Analizuojamos gylio reikSmes, kurios pasiskirsCiusios teritorijoje su atitinkamomis koordinatemis.
Pagrindinis darbe naudojamas pavirsiaus atkarimo metodas duomeny interpoliacija. Siais laikais yra
Zzinoma deSimtis interpoliacijos bady, taCiau darbe naudojami keli populiariausi bei daZniausiai
naudojami - krigingas bei interpoliacija splainais. Tam, kad atlikta interpoliacija baty naudinga,
patikimabei kuo jmanoma tiksli darbe yra jgyvendinti Sie uzdaviniai:

Darbe aprasyti pagrindinia stochastiniai bei deterministiniai metodai: krigingas,
splainas. ISsiaiskinta, kad krigingas — metodas, kurio pagrindg sudaro matematines
statistikos metody panaudojimas. Jo realizacijoje naudojama regionalizuoto kintamojo
idéja, o pavirSius analizuojamas keliy nepriklausomy kintamyjy pavidale (trendas,
nuokrypiy kintamasis). Pagrindiné splainy savybe yra ta, kad jie gali aprasyti
sudetingus pavirSius pasinaudojant neauksto laipsnio polinomais. Taip yra todél, kad
naudojant interpoliacijg splainais visa teritorija yra padalinama j nedidelius tarpusavyje
nepersikertancius plotus. Aproksimacija polinomais yra vykdoma atskirai kiekvienam
plotui, o veliau sudaroma bendra funkcija, kuri apjungia visg teritorija.

Pateiktos bei iSanalizuotos ordinaraus, paprastojo, universalaus, medianinio krigingo
ir tiesinio, kvadratinio, kubinio, kubinio Akima ir kubinio B splaino matematinés
interpretacijos.

Pasinaudojus R programos paketais gstat, fields, Akima, mba, spatial atlikta Baltijos
jaros gyliy prognozé. Atlikus anova analize, bei apskaiCiavus Akaikes informacijos
kriterijy nustatyta, kad gyliy duomenims bldingas treCiojo laipsnio trendas, todél buvo
pritaikytas universalaus krigingo bei medianinio islyginimo krigingo metodai. Taip pat
atlikus kolinearumo diagnostikg ir patvirtinus, kad koordinates néra kolinearios
skaitmeninis reljefo pavirsSius sudarytas tiesinio, kubinio, kubinio Akima bei kubinio B
— splaino metodais.

Palygintos krigingo bei splaino interpoliavimo metodais gautos prognozes. Metody
palyginimui, tikslumui bei tinkamumo duomenims jvertinimui atlikta anova analizé
bei pritaikytas kryzmines patikros metodas. Rezultatai parode, kad iS visy gyliy
duomeny prognozei taikyty metody geriausi ir tiksliausi yra kubinis splainas bei

universalus krigingas, kadangi abejais atvejais gauta modelio tinkamumo duomenims

reikdmé R?> =0,97.
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Taigi atlikus visus darbe iSkeltus uzdavinius, iSanalizavus metodus bei tinkamai juos pritaikius
duomenims buvo gauta prognozé SeSiais auksCiau iSvardintais metodais. Anova analizés pagalba
(remiantis R? reik3me) iSrinkti keli tinkamiausi Baltijos jiros dugnui interpoliuoti metodai:
universalus krigingas (teigiant, kad duomenims budingas treCiojo laipsnio trendas) bei kubinis
splainas. Siy metody tinkamumo reikdmeés yra praktiskai vienodos, todeél galime patvirtinti darbo
pradZioje iSkeltg hipoteze, kad sudarinejant skaitmeninj Baltijos jlros dugno pavirSiy, turint
taisyklingai iSsidésCiusius duomenis, rezultaty tikslumui metodo, stochastinio ar deterministinio

(kubinio splaino ar universalaus krigingo), pasirinkimas jtakos netures.
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